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Varie´te´s presque rationnelles, leurs points
rationnels et leurs de´ge´ne´rescences




Voici une se´rie de re´sultats classiques.
Toute forme quadratique en au moins trois variables sur le corps fini Fp
(p premier) posse`de un ze´ro non trivial (Euler). Toute forme de degre´ d en
n > d variables sur Fp posse`de un ze´ro non trivial (Chevalley-Warning).
Toute forme quadratique en au moins trois variables sur le corps C(t)
des fonctions rationnelles en une variable posse`de un ze´ro non trivial (Max
Noether). Toute forme de degre´ d en n + 1 > d variables sur une extension
finie de C(t) posse`de un ze´ro non trivial (Tsen). Ceci vaut encore sur le corps
C((t)) des se´ries formelles en une variable (Lang).
Sur un corps fini, sur un corps de fonctions d’une variable sur C, sur le
corps C((t)), tout espace homoge`ne d’un groupe alge´brique line´aire connexe
a un point rationnel.
Toute forme de degre´ d en n > d variables sur le corps p-adique Qp
posse`de un ze´ro non trivial sur une extension non ramifie´e de Qp (Lang).
Toute forme de degre´ d en n > d2 variables sur un corps de fonctions de
deux variables sur C posse`de un ze´ro non trivial (Lang).
Toute forme quadratique en n > 22 variables sur un corps p-adique
posse`de un ze´ro non trivial (Hensel, Hasse).
Toute forme cubique en n > 32 variables sur un corps p-adique posse`de
un ze´ro non trivial (Demjanov, Lewis).
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Pour d donne´, pour presque tout premier p, toute forme posse`de un ze´ro
non trivial (Ax-Kochen).
Sur un corps p-adique, tout espace homoge`ne principal d’un groupe semi-
simple simplement connexe posse`de un point rationnel (Kneser, Bruhat-Tits).
Sur un type donne´ de corps, y a-t-il une classe naturelle de varie´te´s
alge´briques qui sur un tel corps ont automatiquement un point rationnel ?
Sur les corps de fonctions d’une variable sur C d’une part, sur les corps fi-
nis d’autre part, des progre`s de´cisifs ont e´te´ accomplis dans les cinq dernie`res
anne´es, et on peut dans une certaine mesure dire que la situation est stabi-
lise´e. La similitude apparente des re´sultats est trompeuse. Les re´sultats cite´s
sur les corps finis s’e´tendent a` une classe beaucoup plus large de varie´te´s que
les re´sultats sur un corps de fonctions d’une variable. Les techniques utilise´es
sur un corps fini rele`vent de la cohomologie e´tale (ou, de la cohomologie p-
adique). Les techniques utilise´es sur un corps de fonctions sur les complexes
rele`vent de la cohomologie cohe´rente : the´orie de la de´formation, the´ore`mes
d’annulation de Kodaira et ge´ne´ralisations, programme du mode`le minimal.
Sur les corps de fonctions de deux variables, la recherche est extreˆmement
active.
Dans ce rapport, qui ne contient pratiquement pas de de´monstrations,
j’ai essaye´ de pre´senter un instantane´ de la situation.
Une partie importante du texte suit un fil unifiant les travaux sur les
corps de fonctions d’une variable, ceux sur les corps de fonctions de deux
variables, et l’e´tude des varie´te´s sur les corps p-adiques. C’est l’e´tude des
mode`les projectifs re´guliers au-dessus d’un anneau de valuation discre`te et
de leur fibre spe´ciale.
Certains aspects de ce texte ont fait l’objet d’expose´s depuis quelques
anne´es. Je remercie Esnault, Gabber, Hassett, de Jong, Kolla´r, Madore,
Moret-Bailly, Starr et Wittenberg pour diverses discussions.
J’engage les lecteurs a` consulter le rapport re´cent d’O. Wittenberg [69].
2 Notations, rappels et pre´liminaires
Soit k un corps. On note ks une cloˆture se´parable de k et k une cloˆture
alge´brique de k. Une k-varie´te´ est par de´finition un k-sche´ma se´pare´ de
type fini sur k (non ne´cessairement irre´ductible, non ne´cessairement re´duit).
On note X(k) = HomSpec k(Spec k,X) l’ensemble des points k-rationnels
2
d’un k-sche´ma X . Une k-varie´te´ est dite inte`gre si elle est irre´ductible et
re´duite. On note alors k(X) son corps des fonctions. Une k-varie´te´ est dite
ge´ome´triquement inte`gre si la k-varie´te´ X ×k k est inte`gre. Une k-varie´te´
ge´ome´triquement inte`gre posse`de un ouvert de Zariski non vide qui est lisse
sur k. Si k est un corps de caracte´ristique ze´ro, une k-varie´te´ inte`gre X est
ge´ome´triquement inte`gre si et seulement si le corps k est alge´briquement
ferme´ dans le corps k(X).
Pour la cohomologie galoisienne, et en particulier le groupe de Brauer
d’un corps, le lecteur consultera Serre ([65]). En plusieurs endroits on fera
libre usage de la notion de dimension cohomologique d’un corps.
En quelques endroits on fera aussi usage de certaines proprie´te´s du groupe
de Brauer d’un sche´ma. Le lecteur se reportera aux expose´s de Grothendieck
([36]).
Lemme 2.1. (Nishimura, Lang) Soient k un corps, Z une k-varie´te´ re´gulie`re
connexe et Y une k-varie´te´ propre. Si l’on a Z(k) 6= ∅ et s’il existe une k-
application rationnelle de Z vers Y , alors Y (k) 6= ∅.
Lemme 2.2. Soient k un corps, Z/k une k-varie´te´ ge´ome´triquement inte`gre
et Y/k une k-varie´te´ lisse connexe. S’il existe un k-morphisme Z → Y alors
la k-varie´te´ Y est ge´ome´triquement inte`gre.
De´monstration. La k-varie´te´ lisse Y est ge´ome´triquement inte`gre si et seule-
ment si Yks est irre´ductible. Supposons qu’elle ne le soit pas. On dispose alors
du ks-morphisme Zks → Yks. Le groupe de Galois de ks sur k permute les
composantes de Yks. L’image de Zks doit se trouver dans chaque composante
de Yks. Comme Yks est lisse, ces composantes ne se rencontrent pas. Donc Yks
n’a qu’une seule composante.
Remarque 2.3. Comme l’observe Moret-Bailly, cet e´nonce´ est une conse´-
quence de deux re´sultats ge´ne´raux. Soit Z → Y un k-morphisme de k-
varie´te´s. Si Z est ge´ome´triquement connexe et Y connexe, alors Y est ge´ome´-
triquement connexe. Par ailleurs, si Y est normal et ge´ome´triquement connexe,
alors Y est ge´ome´triquement irre´ductible.
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Obstruction e´le´mentaire
Soient k un corps, ks une cloˆture se´parable de k, G = Gal(ks/k) le groupe
de Galois absolu. Soit X une k-varie´te´ lisse ge´ome´triquement inte`gre. L’in-
clusion naturelle de groupes multiplicatifs k×s → ks(X)
× de´finit une suite
exacte
1→ k×s → ks(X)
× → ks(X)
×/k×s → 1.
La classe e(X) de l’extension de modules galoisiens discrets obtenue est ap-
pele´e l’obstruction e´le´mentaire a` l’existence d’un k-point : si X posse`de un
k-point, alors e(X) = 0 (CT-Sansuc, voir [4]). Si e(X) = 0, alors pour toute
extension finie se´parable K/k, l’application naturelle de groupes de Brauer
BrK → BrK(X) est injective.
Construction de grands corps
Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro. Pour chaque corps K contenant
k, donnons-nous une classe CK de K-varie´te´s alge´briques ge´ome´triquement
inte`gres admettant un ensemble EK de K-varie´te´s repre´sentant toutes les
classes de K-isomorphie de la classe. Pour k ⊂ K ⊂ L on suppose que le
changement de corps de base K → L envoie CK dans CL.
Pour tout corps K avec k ⊂ K supposons satisfaite la condition suivante :
(Stab) Si f : X → Y est un K-morphisme dominant de K-varie´te´s ge´o-
me´triquement inte`gres, si Y appartient a` CK et si la fibre ge´ne´rique de f
appartient a` CK(Y ), alors X appartient a` CK .
Une construction bien connue, utilise´e par Merkur’ev et Suslin (cf. [23])
permet alors de construire un plongement de corps k ⊂ L posse´dant les
proprie´te´s suivantes :
(i) Le corps k est alge´briquement ferme´ dans L.
(ii) Le corps L est union de corps de fonctions de k-varie´te´s dans Ck.
(iii) Toute varie´te´ dans CL posse`de un point L-rationnel.
Le principe est le suivant : s’il existe un k-varie´te´ X dans Ck qui ne
posse`de pas de point rationnel, on remplace k par le corps des fonctions
de cette varie´te´. Et on ite`re. Je renvoie a` l’article de Ducros [23] pour la
construction pre`cise, qui est reprise dans [14] et [10].
Prenons pour CK la classe des K-varie´te´s ge´ome´triquement inte`gres. Rap-
pelons qu’un corps L est dit pseudo-alge´briquement clos (PAC) si toute L-
varie´te´ ge´ome´triquement inte`gre sur L posse`de un L-point. La construction
ci-dessus montre que tout corps k de caracte´ristique ze´ro est alge´briquement
ferme´ dans un corps pseudo-alge´briquement clos.
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En prenant pour CK la classe desK-varie´te´s birationnelles a` des fibrations
successives de restrictions a` la Weil de varie´te´s de Severi-Brauer, Ducros [23]
montre que tout corps k de caracte´ristique ze´ro est alge´briquement ferme´
dans un corps L de dimension cohomologique cd(L) ≤ 1.
3 Sche´mas au-dessus d’un anneau de valua-
tion discre`te
3.1 A-sche´mas de type (R), croisements normaux, croi-
sements normaux stricts
Soit A un anneau de valuation discre`te, K son corps des fractions, F son
corps re´siduel. Soit π une uniformisante de A.
Dans la suite de ce texte, on dira qu’un A-sche´ma X est de type (R) s’il
satisfait les conditions suivantes :
(i) Le A-sche´ma X est propre et plat sur A.
(ii) Le sche´ma X est connexe et re´gulier.
(iii) La fibre ge´ne´rique X = X ×A K = XK est une K-varie´te´ ge´ome´tri-
quement inte`gre lisse sur F .
On note K(X) le corps des fonctions de X , qui est aussi celui du sche´ma
X . On note Y = X ×A F = XF la fibre spe´ciale de X /A. La fibre spe´ciale Y
est le F -sche´ma associe´ au diviseur de Cartier de X de´fini par l’annulation
de π.






ou` les Yi sont les adhe´rences des points xi de codimension 1 de X situe´s sur la
fibre spe´ciale. L’anneau local de tout tel point xi est un anneau de valuation
discre`te de corps des fractions K(X). Si l’on note vi la valuation sur le corps
K(X) associe´e a` un tel xi, alors ni = vi(π).
Comme X est re´gulier, les Yi sont des diviseurs de Cartier sur X . Ce sont
les composantes re´duites de la fibre spe´ciale. Ce sont des F -varie´te´s inte`gres
mais non ne´cessairement ge´ome´triquement irre´ductibles ni (si le corps F n’est
pas parfait) ne´cessairement ge´ome´triquement re´duites.
On dit que Y ⊂ X est a` croisements normaux si partout localement pour





i , ou` les xi font partie d’un syste`me re´gulier de parame`tres et les ni
sont des entiers naturels.
On dit que Y ⊂ X est a` croisements normaux stricts si la fibre Y ⊂ X est
a` croisements normaux et si de plus chaque composante re´duite Yi de Y est
une F -varie´te´ (inte`gre) lisse. Une telle composante n’est pas ne´cessairement
ge´ome´triquement irre´ductible.
On note Ah le hense´lise´ de A, et l’on note Ash un hense´lise´ strict de A.
On note Kh le corps des fractions de Ah et Ksh le corps des fractions de Ash.
Les inclusions A ⊂ Ah ⊂ Ash induisent F = F ⊂ Fs sur les corps re´siduels,
ou` Fs est une cloˆture se´parable de F .
On note Aˆ le comple´te´ de A. Si les corpsK et F ont meˆme caracte´ristique,
alors il existe un corps de repre´sentants de F dans Aˆ : il existe un isomor-
phisme Aˆ ≃ F [[t]].
3.2 Quand la fibre spe´ciale a une composante de mul-
tiplicite´ 1
Proposition 3.1. Soit X un A-sche´ma de type (R). Les proprie´te´s suivantes
sont e´quivalentes :
(1) Il existe une composante re´duite Yi dont l’ouvert de lissite´ est non
vide et qui satisfait ni = 1.
(2) Il existe un ouvert U ⊂ X lisse et surjectif sur SpecA.
(3) X → SpecA est localement scinde´ pour la topologie e´tale.
(4) X (Ash) 6= ∅.
(5) X(Ksh) 6= ∅.
(6) X (Aˆsh) 6= ∅.
(7) X(Kˆsh) 6= ∅.
De´monstration. Laisse´e au lecteur.
Dans la situation ci-dessus, on dira que Y a une composante de multipli-
cite´ 1. 1
Proposition 3.2. (a) Soient X un A-sche´ma lisse connexe fide`lement plat
sur A et X ′/A un A-sche´ma de type (R). S’il existe une K-application ra-
tionnelle de X = XK dans X
′ = X ′K, alors la fibre spe´ciale Y
′ de X ′/A a une
composante de multiplicite´ 1.
1La terminologie adopte´e dans ce texte diffe`re de celle de [5].
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(b) Soient X et X ′ deux A-sche´mas de type (R). Si les fibres ge´ne´riques
X = XK et X
′ = X ′K sont K-birationnellement e´quivalentes, alors la fibre
spe´ciale Y de X a une composante de multiplicite´ 1 si et seulement si la fibre
spe´ciale Y ′ de X ′ a une composante de multiplicite´ 1.
De´monstration. Il suffit d’e´tablir (a). L’hypothe`se sur X /A et le lemme de
Hensel assurent X (Ash) 6= ∅, donc X(Ksh) 6= ∅. Comme la K-varie´te´ X est
re´gulie`re et la K-varie´te´ X ′ propre, d’apre`s le lemme 2.1 l’existence d’un
Ksh-point sur X implique l’existence d’un Ksh-point sur X ′.
Remarque 3.3. (Wittenberg) Soient K = C(u, v) le corps des fractions
rationnelles a` deux variables et X ⊂ P2K la conique lisse de´finie par l’e´quation
homoge`ne ux2+ vy2 = z2. Pour tout anneau A ⊂ K de valuation discre`te de
rang 1, de corps des fractions K, on a X(Ksh) 6= ∅, ou` Ksh est le corps des
fractions d’un hense´lise´ strict Ash de A. Mais si p : X → S est un morphisme
propre et plat de varie´te´s projectives lisses connexes de fibre ge´ne´rique X/K,
le morphisme p n’est pas localement scinde´ pour la topologie e´tale.
3.3 Quand la fibre spe´ciale contient une sous-varie´te´
ge´ome´triquement inte`gre
Proposition 3.4. (a) Soit X un A-sche´ma re´gulier connexe fide`lement plat
sur A et soit X ′ un A-sche´ma propre. Si la fibre spe´ciale Y/F de X /A contient
une sous-F -varie´te´ ge´ome´triquement inte`gre, et s’il existe une K-application
rationnelle de X = X ×A K dans X
′ = X ′ ×A K, alors la fibre spe´ciale Y
′
de X ′/A contient une sous-F -varie´te´ ge´ome´triquement inte`gre.
(b) Soient X et X ′ deux A-sche´mas de type (R). Si les fibres ge´ne´riques
X = XK et X
′ = X ′K sont K-birationnellement e´quivalentes, alors la fibre
spe´ciale Y contient une sous-F -varie´te´ ge´ome´triquement inte`gre si et seule-
ment si la fibre spe´ciale Y ′ contient une sous-F -varie´te´ ge´ome´triquement
inte`gre.
De´monstration. Il suffit de de´montrer le point (a). On peut supposer la sous-
varie´te´ inte`gre Z ⊂ Y ferme´e. Soit Zlisse ⊂ Z l’ouvert de lissite´ de Z/F . Soit
p : X1 → X l’e´clate´ de X le long de Z. L’image re´ciproque de Zlisse dans
X1 est un fibre´ projectif sur Zlisse, qui est une F -varie´te´ ge´ome´triquement
inte`gre. Soit x son point ge´ne´rique. C’est un point re´gulier de codimension
1 sur X1. L’application rationnelle X1 → X
′ est donc de´finie au point x.
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Soit x′ ∈ X ′ son image. L’adhe´rence de x′ dans X ′ est une sous-F -varie´te´
ferme´e de X ′, munie d’une application F -rationnelle dominante d’une F -
varie´te´ ge´ome´triquement inte`gre. C’est donc une F -varie´te´ ge´ome´triquement
inte`gre.
Proposition 3.5. Soit A un anneau de valuation discre`te de corps re´siduel
F et soit X un A-sche´ma de type (R). Supposons les composantes re´duites
Yi lisses sur F . Les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
(1) La fibre spe´ciale Y contient une sous-F -varie´te´ ge´ome´triquement in-
te`gre.
(2) Il existe une F -varie´te´ ge´ome´triquement inte`gre Z et un F -morphisme
Z → Y .
(3) Il existe une composante re´duite Yi de Y qui est ge´ome´triquement
inte`gre.
Si de plus car(F ) = 0, ces proprie´te´s sont e´quivalentes aux proprie´te´s sui-
vantes :
(4) Il existe une extension locale d’anneaux de valuation discre`te A ⊂ B
telle que le corps re´siduel F = FA de A soit alge´briquement ferme´ dans
le corps re´siduel FB de B, et que l’on ait X(K(B)) = X (B) 6= ∅.
(5) Si F →֒ E est un plongement de F dans un corps pseudo-alge´briquement
clos E dans lequel F est alge´briquement ferme´, et si Aˆ = F [[t]], il existe
une extension finie totalement ramifie´e L/E((t)) avec X(L) 6= ∅.
De´monstration. Soit f : Z → Y comme en (2). Une telle application se
factorise par au moins un morphisme Z → Yi pour i convenable, et le lemme
2.2 montre que Yi est alors ge´ome´triquement inte`gre, on a donc (3). Les
autres implications entre (1), (2) et (3) sont e´videntes. L’e´nonce´ (5) implique
trivialement (4), et (4) implique (5) comme l’on voit en passant aux comple´te´s
et en remplac¸ant Bˆ ≃ FB[[u]] dans E[[u]], ou` FB →֒ E est un plongement du
corps re´siduel FB dans un corps pseudo-alge´briquement clos E dans lequel
FB et donc aussi FA est alge´briquement ferme´. De (4) on de´duit l’existence
d’un F -morphisme SpecFB → Y , ce qui implique l’e´nonce´ (2). Soit Yi ⊂ Y
une composante comme en (3). Soit B l’anneau local du point ge´ne´rique de
Yi sur X . L’inclusion A ⊂ B satisfait (4).
Dans la situation ci-dessus, on dira que la fibre spe´ciale Y/F a une com-
posante (re´duite) ge´ome´triquement inte`gre.
Des deux propositions pre´ce´dentes il re´sulte :
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Proposition 3.6. Soient X et X ′ deux A-sche´mas de type(R), de fibres
spe´ciales respectives Y et Y ′. Supposons les composantes re´duites de Y et
Y ′ lisses sur F . S’il existe une application K-rationnelle de X = XK vers
X ′ = X ′K , et si Y a une composante ge´ome´triquement inte`gre, alors Y
′ a une
composante ge´ome´triquement inte`gre.
Remarque 3.7. On trouvera dans l’article [24] de Ducros de nombreux
comple´ments et extensions des e´nonce´s ci-dessus.
3.4 Quand la fibre spe´ciale a une composante ge´ome´-
triquement inte`gre de multiplicite´ 1
Proposition 3.8. Soit A un anneau de valuation discre`te de corps re´siduel F
et soit X un A-sche´ma de type (R). Les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :
(1) Il existe une composante re´duite Yi qui est ge´ome´triquement inte`gre
et pour laquelle ni = 1.
(2) Il existe un ouvert U ⊂ X non vide lisse, surjectif sur SpecA et a`
fibres ge´ome´triquement inte`gres.
Pour F de caracte´ristique ze´ro, ces proprie´te´s sont e´quivalentes aux proprie´te´s
suivantes :
(3) Il existe une extension non ramifie´e d’anneaux de valuation discre`te
A ⊂ B telle que F soit alge´briquement ferme´ dans le corps re´siduel de
B et que X(K(B)) = X (B) 6= ∅.
(4) Si F →֒ E est un plongement de F dans un corps pseudo-alge´brique-
ment clos E dans lequel F est alge´briquement ferme´, et si Aˆ = F [[t]],
on a X(E((t))) 6= ∅.
L’existence d’une composante comme en (1) est une condition ne´cessaire pour
l’existence d’un K-point sur X.
De´monstration. L’e´quivalence de (1) et (2) est claire. L’e´quivalence de (3) et
(4) est aussi claire. Pour l’e´quivalence entre (1) et (2) d’une part et (3) et (4)
d’autre part, et pour la de´monstration de la dernie`re assertion, voir [13], fin
de l’argument p. 745.
Dans la situation ci-dessus, on dira que Y a une composante ge´ome´-
triquement inte`gre de multiplicite´ 1.
Proposition 3.9. Supposons F de caracte´ristique ze´ro.
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(a) Soit X /A un A-sche´ma connexe lisse et surjectif sur SpecA, a` fibres
ge´ome´triquement inte`gres. Soit X ′/A un A-sche´ma de type (R). S’il existe
une application K-rationnelle de X = XK vers X
′ = X ′K, alors il existe un
ouvert U ⊂ X ′ tel que le morphisme induit U → SpecA soit lisse et surjectif.
(b) Soient X et X ′ deux A-sche´mas de type (R). Si les fibres ge´ne´riques
X = XK et X
′ = X ′K sont K-birationnellement e´quivalentes, alors la fibre
spe´ciale Y a une composante ge´ome´triquement inte`gre de multiplicite´ 1 si et
seulement si la fibre spe´ciale Y ′ a une composante ge´ome´triquement inte`gre
de multiplicite´ 1.
De´monstration. Cela re´sulte imme´diatement du lemme 2.1 et de la caracte´-
risation (3) dans la proposition 3.8.
Question 3.10. Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro, K un corps de
type fini sur k, X une K-varie´te´ projective, lisse, ge´ome´triquement inte`gre.
Supposons que pour tout anneau de valuation discre`te de rang un A contenant
k et de corps des fractions K il existe un A-mode`le de type (R) de X/K
dont la fibre spe´ciale contient une composante ge´ome´triquement inte`gre de
multiplicite´ 1. Existe-t-il un k-morphisme X → B de k-varie´te´s projectives,
lisses, ge´ome´triquement inte`gres satisfaisant les proprie´te´s suivantes :
(a) le corps des fonctions k(B) de B est K ;
(b) la fibre ge´ne´rique de X → B est K-isomorphe a` X ;
(c) il existe un ouvert U ⊂ X tel que le morphisme induit U → B soit
lisse surjectif (fide`lement plat) et a` fibres ge´ome´triquement inte`gres.
On comparera cette question avec la remarque 3.3.
Remarque 3.11. On exhibe facilement un morphisme X → Y = P2Q de
Q-varie´te´s projectives, lisses, ge´ome´triquement inte`gres, de fibre ge´ne´rique
une quadrique de dimension 2, tel que la fibre en tout point de codimension
1 de Y soit ge´ome´triquement inte`gre sans que pour autant l’hypothe`se dans
la question ci-dessus soit satisfaite (de´singulariser l’exemple de la remarque
13.4).
3.5 Un exemple : quadriques
Discutons le cas des mode`les de quadriques de dimension au moins 1.
Supposons 2 ∈ A×. Soit v la valuation de A. Une quadrique lisse dans PnK
(n ≥ 2) peut eˆtre de´finie par une forme quadratique diagonale sur K.
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Conside´rons le cas des coniques. En chassant les de´nominateurs et en
poussant les carre´s dans les variables, on voit que l’e´quation de´finissant la








avec a0, a1 ∈ A
× et v(a2) = 0 ou v(a2) = 1. Cette e´quation de´finit un mode`le
re´gulier X ⊂ P2A, et la fibre spe´ciale Y ⊂ X est a` croisements normaux.
Si v(a2) = 0, alors la fibre spe´ciale Y/F est une conique lisse, en particulier
ge´ome´triquement inte`gre, et Y ⊂ X est a` croisements normaux stricts.
Si v(a2) = 1, la fibre spe´ciale Y posse`de un F -point rationnel e´vident,
P ∈ Y (F ), donne´ par T0 = T1 = 0.
Si v(a2) = 1 et si la classe de −a0.a1 dans F est un carre´, la fibre spe´ciale
se de´compose sous la forme
Y = Y1 + Y2
avec chaque Yi ≃ P
1
F . Dans ce cas Y ⊂ X est a` croisements normaux stricts.
Si v(a2) = 1 et si la classe de −a0.a1 dans F n’est pas un carre´, alors la
fibre spe´ciale Y/F est inte`gre, mais se de´compose sur une extension quadra-
tique de F en deux droites conjugue´es se rencontrant en P , donc Y n’est pas
lisse, Y ⊂ X n’est pas a` croisements normaux stricts. Si l’on e´clate le point
rationnel singulier P sur X , on obtient un mode`le X ′/A dont la fibre spe´ciale
Y ′ se de´compose sous la forme
Y ′ = Y ′0 + 2E,
ou` E ⊂ X est le diviseur exceptionnel introduit par l’e´clatement. La F -
courbe Y ′0 est inte`gre, elle se de´compose sur une extension quadratique de F
en la somme de deux droites conjugue´es ne se rencontrant pas, et rencontrant
E transversalement. Donc Y ′0 est lisse, et Y
′ ⊂ X ′ est a` croisements normaux
stricts.
En re´sume´, pour toute conique lisse sur K, on a les proprie´te´s suivantes.
(a) Il existe un mode`le re´gulier X avec Y ⊂ X a` croisements normaux
dont au moins une composante a multiplicite´ 1 et admet un ouvert non vide
lisse sur F , mais n’est pas ne´cessairement ge´ome´triquement inte`gre.
(b) Il existe un mode`le re´gulier X avec Y ⊂ X a` croisements normaux
dont la fibre spe´ciale contient une sous-F -varie´te´ ge´ome´triquement inte`gre.
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(c) Il existe un mode`le re´gulier X avec Y ⊂ X a` croisements normaux
stricts dont une composante est ge´ome´triquement inte`gre (mais pas ne´ces-
sairement de multiplicite´ 1). D’apre`s les paragraphes 3.2 et 3.3 les proprie´te´s
(a) et (b) valent pour tout A-mode`le de type (R) et la proprie´te´ (c) vaut
pour tout A-mode`le dont la fibre spe´ciale est a` croisements normaux stricts.
Conside´rons le cas des quadriques de dimension au moins 3. On peut






avec ai ∈ A
×. Dans PnA, cette e´quation de´finit un mode`le inte`gre, normal
et propre sur A. La fibre spe´ciale Y/F est ge´ome´triquement inte`gre (et en
particulier de multiplicite´ 1). D’apre`s le paragraphe 3.4 cette proprie´te´ vaut
alors pour tout A-mode`le de type (R).
4 Groupe de Brauer des sche´mas au-dessus
d’un anneau de valuation discre`te
Pour les de´monstrations des re´sultats e´nonce´s dans ce paragraphe, le lec-
teur se reportera aux expose´s de Grothendieck [36].
Dans cette section, la cohomologie employe´e est la cohomologie e´tale, qui
sur un corps est la cohomologie galoisienne du corps (c’estt-a`-dire de son
groupe de Galois absolu).
Soit A un anneau de valuation discre`te de corps des fractions K et de
corps re´siduel F parfait. On dispose alors d’une application re´sidu
∂A : BrK → H
1(F,Q/Z)
envoyant le groupe de Brauer de K dans le groupe des caracte`res du groupe
de Galois absolu de F . Plus pre´cise´ment, on a une suite exacte
0→ BrA→ BrK → H1(F,Q/Z).
La fle`che de droite est surjective sur la torsion premie`re a` la caracte´ristique
de F .
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Lorsque A est hense´lien, la fle`che naturelle BrA → BrF est un isomor-
phisme. Si de plus F est de dimension cohomologique ≤ 1, alors BrA = 0 et
BrK ≃ H1(F,Q/Z).
Soit A →֒ B un homomorphisme local d’anneaux de valuation discre`te a`
corps re´siduels parfaits. Soit K ⊂ L l’inclusion de corps de fractions corres-
pondante. Soit e l’indice de ramification de B sur A, c’est-a`-dire la valuation
dans B de l’image d’une uniformisante de A. Soit FA →֒ FB l’inclusion des
corps re´siduels. On a alors le diagramme commutatif suivant :
BrK
∂A−→ H1(FA,Q/Z)
↓ ResK,L ↓ eB/A.ResFA,FB
BrL
∂B−→ H1(FB,Q/Z).








Soit A un anneau de valuation discre`te de corps des fractions K de corps
re´siduel un corps F de caracte´ristique ze´ro. Soit X un A-sche´ma de type (R).
Soit X/K la fibre ge´ne´rique. Soit Y =
∑
i eiYi la de´composition de la fibre
spe´ciale Y en diviseurs inte`gres. Soit Fi la fermeture alge´brique de F dans
F (Yi).
Comme les sche´mas inte`gres X et X sont re´guliers, les applications de
restriction BrX → BrX → BrK(X) sont injectives. On dispose alors du
diagramme commutatif de suites exactes
0 → BrA → BrK
∂A−→ H1(F,Q/Z)
↓ ↓ ↓ ei.ResF,F (Yi)
0 → BrX → BrX
⊕i∂i−→ ⊕iH
1(F (Yi),Q/Z).
et de la suite exacte qui s’en de´duit





Proposition 4.1. Soit A un anneau de valuation discre`te hense´lien a` corps
re´siduel F de caracte´ristique ze´ro et de dimension cohomologique au plus 1.
Soit X un A-sche´ma de type (R), de fibre ge´ne´rique X. Avec les notations
ci-dessus, les deux proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes :




En particulier, si la fibre spe´ciale Y posse`de une composante ge´ome´tri-
quement inte`gre de multiplicite´ 1, ou plus ge´ne´ralement si le pgcd des entiers
ei.[Fi : F ] est e´gal a` 1, alors BrK → BrX/BrX est injective, et il en est
donc de meˆme de BrK → BrX et de BrK → BrK(X).
Je renvoie a` [15] pour une discussion du cas ou` le corps re´siduel F est
fini.
5 Corps Ci
The´ore`me 5.1. (Tsen, 1933) Soit F un corps alge´briquement clos et K =
F (C) un corps de fonctions d’une variable sur F . Soit X ⊂ PnK une hyper-
surface de degre´ d. Si l’on a n ≥ d, alors X(K) 6= ∅.
On notera que l’on ne fait aucune hypothe`se surX , qui peut eˆtre re´ductible.
Le cas des coniques (d = 2, n = 2) avait e´te´ e´tabli par Max Noether par
une me´thode ge´ome´trique.
Soit i ≥ 0 un entier. On dit qu’un corps K posse`de la proprie´te´ Ci si toute
forme a` coefficients dans K, de degre´ d en n+1 > di variables a un ze´ro non
trivial sur K. On dit qu’un corps K posse`de la proprie´te´ C ′i si pour toute
famille finie de formes {Φj(X0, . . . , Xn)}j=1,...,r de degre´s respectifs d1, . . . , dr




j il existe un ze´ro commun non trivial sur K.
La proprie´te´ Ci implique la proprie´te´ ci-dessus pour un syste`me de formes
{Φj} lorsque tous les degre´s dj sont e´gaux (Artin, Lang, Nagata). On ne sait
pas si en ge´ne´ral Ci implique C
′
i (voir [63]).
Un corps est alge´briquement clos si et seulement si il est C0. Le the´ore`me
de Tsen dit qu’un corps de fonctions d’une variable sur un corps alge´briquement
clos est un corps C1. Dans sa the`se, suivant des suggestions d’E. Artin,
S. Lang ge´ne´ralisa le the´ore`me de Tsen. Son re´sultat, pour lequel on trouve
quelques ante´ce´dents dans les textes des ge´ome`tres alge´bristes italiens, fut
comple´te´ par Nagata. Le re´sultat ge´ne´ral est le suivant.
14
The´ore`me 5.2. (Lang, Nagata) [54] Soit K un corps Ci. Toute extension
alge´brique de K est un corps Ci. Le corps des fractions rationnelles en une
variable K(t) est Ci+1. De fac¸on ge´ne´rale, toute extension de degre´ de trans-
cendance n de K est un corps Ci+n.
Lang e´tablit aussi le the´ore`me suivant.
The´ore`me 5.3. (Lang) [54] Soit A un anneau de valuation discre`te hense´lien
de corps des fractions K et de corps re´siduel F . Soit Kˆ le comple´te´ de K.
Supposons Kˆ se´parable sur K. Si F est alge´briquement clos, alors K est un
corps C1.
En particulier l’extension maximale non ramifie´e Qnrp du corps p-adique
Qp est un corps C1.
Dans la situation conside´re´e au paragraphe 3 (voir la Proposition 3.1),
si l’on suppose le corps re´siduel F de A parfait, ce the´ore`me assure que la
fibre spe´ciale d’une hypersurface de degre´ d dans PnK avec n ≥ d posse`de une
composante de multiplicite´ 1.
The´ore`me 5.4. (Greenberg)[35] Si F est un corps Ci alors K = F ((t)) est
un corps Ci+1.
Ce the´ore`me ne s’e´tend pas dans une situation d’ine´gale caracte´ristique :
les corps p-adiques ne sont pas C2 (Terjanian). Ils ne sont en fait Ci pour
aucun i (Arkhipov et Karatsuba).
Le the´ore`me de Tsen est souvent mis en paralle`le avec l’e´nonce´ suivant,
qui implique que les corps finis sont des corps C1.
The´ore`me 5.5. (Chevalley, Warning, 1935) Soit F un corps fini de ca-
racte´ristique p. Soit X ⊂ PnF une hypersurface de degre´ d. Si l’on a n ≥ d,
alors X(F) 6= ∅. Plus pre´cise´ment, le cardinal de X(F) est congru a` 1 modulo
p.
On montra plus tard (Ax (1964), Katz (1971)) que si le cardinal de F est
q alors le cardinal de X(F) est congru a` 1 modulo q.
Le cas des coniques avait e´te´ e´tabli par Euler [29], dans un article ou` il
e´tablit aussi la formule de multiplication pour les sommes de quatre carre´s.
La combinaison de ces deux re´sultats lui permit de montrer que tout rationnel
positif est une somme de quatre carre´s de rationnels.
Comme pour le the´ore`me de Tsen, le the´ore`me de Chevalley-Warning
ne fait aucune hypothe`se sur X . On peut voir la` l’origine de la conjecture
suivante.
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Conjecture 5.6. (Ax) [2] Soient K un corps et X ⊂ PnK une hypersurface
de degre´ d. Si l’on a n ≥ d, alors il existe une sous-K-varie´te´ Y ⊂ X qui est
ge´ome´triquement irre´ductible.
Si K est parfait, dans la conclusion on peut remplacer « ge´ome´triquement
irre´ductible » par « ge´ome´triquement inte`gre ». Mais comme l’exemple de la




2 sur le corps K = F2(x, y) le montre, ceci
ne vaut pas sur K corps non parfait.
Le cas d = 2 a e´te´ discute´ plus haut. Le cas d = 3 est facile. Le cas d = 4
fut e´tabli par Denef, Jarden et Lewis dans [22]. Dans le meˆme article, les
auteurs e´tablissent la conjecture lorsque K contient un corps alge´briquement
clos. La de´monstration de ce re´sultat utilise la the´orie des corps hilbertiens.
En caracte´ristique nulle, la conjecture d’Ax est maintenant un the´ore`me
de Kolla´r (The´ore`me 7.10 ci-apre`s).
Les corps finis, les corps de fonctions d’une variable, le corps C((t)) sont
des corps de dimension ≤ 1 au sens de Serre ([65], II.3.1) : le groupe de
Brauer de toute extension finie de k est trivial. De fait, tout corps C1 est de
dimension ≤ 1. On sait (Ax) que la re´ciproque est fausse (pour des re´fe´rences
et d’autres re´sultats dans cette direction, voir [14]).
Tout espace homoge`ne d’un groupe alge´brique line´aire connexe sur un
corps parfait de dimension ≤ 1 a un point rationnel (Steinberg, Springer,
voir [65]).
Les corps finis et le corps C((t)) ont des groupes de Galois isomorphes
au groupe Zˆ. Tout espace homoge`ne d’une varie´te´ abe´lienne sur un corps fini
posse`de un point rationnel (Lang) mais ceci n’est pas vrai sur C((t)), comme
le montre l’exemple de la courbe de genre 1 donne´e dans P2
C((t)) par l’e´quation
homoge`ne X3 + tY 3 + t2Z3 = 0.
6 R-e´quivalence et e´quivalence rationnelle sur
les ze´ro-cycles
Soient k un corps et X une k-varie´te´. Deux k-points de X sont e´le´men-
tairement R-lie´s s’il existe un k-morphisme U → X d’un ouvert U de P1k tel
que les deux points soient dans l’image de U(k). La relation d’e´quivalence
sur X(k) engendre´e par cette relation est appele´e la R-e´quivalence [59]. Pour
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k de caracte´ristique ze´ro, l’ensemble X(k)/R est un invariant k-birationnel
des k-varie´te´s projectives, lisses, ge´ome´triquement inte`gres [16].
La R-e´quivalence a e´te´ beaucoup e´tudie´e lorsque X est un k-groupe
line´aire [16, 31].
Soit X/k une k-varie´te´ alge´brique. On note Z0(X) le groupe abe´lien libre
sur les points ferme´s de X . C’est le groupe des ze´ro-cycles de X . Le groupe
de Chow (de degre´ ze´ro), note´ CH0(X), est le quotient du groupe Z0(X)
par le sous-groupe engendre´ par les ze´ro-cycles de la forme π∗(divC(g)), ou`
π : C → X est un k-morphisme propre d’une k-courbe C normale inte`gre, g
est une fonction rationnelle sur C et divC(g) ∈ Z0(C) est son diviseur.
Si X/k est propre, l’application line´aire degk : Z0(X) → Z envoyant un
point ferme´ P sur son degre´ [k(P ) : k] passe au quotient par l’e´quivalence
rationnelle ci-dessus de´finie. On note A0(X) le noyau de l’application deg :
CH0(X)→ Z, et on l’appelle le groupe de Chow re´duit de X .
Le groupe de Chow re´duit est un invariant k-birationnel des k-varie´te´s
projectives, lisses, ge´ome´triquement inte`gres.
Pour X/k propre, l’application e´vidente X(k)→ Z0(X) induit une appli-
cation
X(k)/R→ CH0(X)
dont l’image tombe dans l’ensemble des classes de cycles de degre´ 1.
7 Autour du the´ore`me de Tsen : Varie´te´s ra-
tionnellement connexes
Dans le programme de classification de Mori est apparue au de´but des
anne´es 1990 la notion de varie´te´ rationnellement connexe. Les travaux fonda-
teurs re´sultent d’une collaboration entre Kolla´r, Miyaoka et Mori ; certains
des re´sultats sont dus a` Campana. Un roˆle-cle´ y est joue´ par la the´orie des
de´formations, plus pre´cise´ment par l’e´tude infinite´simale des sche´mas Hom,
cas particulier des sche´mas de Hilbert. On consultera les livres [46] et [21],
ainsi que les articles [1] et le re´cent rapport [67].
Tout fibre´ vectoriel sur la droite projective est isomorphe a` une somme
directe de fibre´s de rang 1, donc de la forme O(n), n ∈ Z. Soit k un corps
alge´briquement clos. SoitX une k-varie´te´ alge´brique projective, lisse, connexe,
de dimension d. Soit TX son fibre´ tangent. On dit que X est se´parablement
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rationnellement connexe (SRC) s’il existe un morphisme f : P1 → X tre`s
libre, c’est-a`-dire tel que dans une (donc dans toute) de´composition du fibre´
vectoriel
f ∗TX ≃ ⊕
d
i=1O(ai),
on ait ai ≥ 1 pour tout i.
On dit qu’une varie´te´ projective lisse et connexe X est rationnellement
connexe (RC) si, pour tout corps alge´briquement clos Ω contenant k, par un
couple ge´ne´ral de points de X(Ω) il passe une courbe de genre ze´ro, i.e. il
existe un Ω-morphisme P1Ω → XΩ dont l’image contient les deux points.
On dit qu’une varie´te´ projective lisse et connexe X est rationnellement
connexe par chaˆınes (RCC) si, pour tout corps alge´briquement clos Ω conte-
nant k, tout couple ge´ne´ral de points de X(Ω) est lie´ par une chaˆıne de
courbes de genre ze´ro. Cette dernie`re proprie´te´ est e´quivalente a` la condition
que tout couple de points de X(Ω) est lie´ par une chaˆıne de courbes de genre
ze´ro. En d’autres termes, l’ensemble X(Ω)/R est re´duit a` un e´le´ment.
Au lieu de faire les hypothe`ses ci-dessus pour tout corps alge´briquement
clos Ω contenant k, il suffit de les faire pour un tel corps non de´nombrable.
Toute varie´te´ RC est clairement RCC.
The´ore`me 7.1. (Kolla´r-Miyaoka-Mori) Toute varie´te´ SRC est RC donc
RCC. En caracte´ristique ze´ro, ces trois proprie´te´s sont e´quivalentes, et elles
impliquent :
Pour tout corps alge´briquement clos Ω contenant k et tout ensemble fini
de points x1, . . . , xn ∈ X(Ω) il existe un morphisme f : P
1
Ω → XΩ tre`s libre
tels que tous les xi soient dans l’image de f .
En dimension 1, une varie´te´ est RC si et seulement si elle est une courbe
lisse de genre ze´ro. En dimension 2, une varie´te´ est SRC si et seulement si elle
est rationnelle, i.e. birationnelle a` un espace projectif. Une varie´te´ projective
et lisse unirationnelle est RC. Une varie´te´ projective et lisse se´parablement
unirationnelle est SRC. Sur k alge´briquement clos, le groupe de Chow re´duit
A0(X) d’une varie´te´ RCC est clairement trivial.
Si k est un corps quelconque, une k-varie´te´ est dite rationnellement connexe
resp. rationnellement connexe par chaˆınes, respectivement se´parablement ra-
tionnellement connexe si elle est ge´ome´triquement inte`gre et si elle est RC,
resp. RCC, resp. SRC, apre`s passage a` un corps alge´briquement clos conte-
nant k.
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Les compactifications lisses d’espaces homoge`nes de groupes alge´briques
line´aires connexes sont des varie´te´s RC.
En dimension 2, on dispose d’une classification k-birationnelle des k-
surfaces SRC, c’est-a`-dire des k-surfaces projectives, lisses (ge´ome´triquement)
rationnelles (Enriques, Manin, Iskovskikh, Mori) : toute telle surface est k-
birationnelle a` une k-surface de del Pezzo ou a` une k-surface fibre´e en co-
niques au-dessus d’une conique lisse. Une surface de del Pezzo X est une
surface projective et lisse dont le fibre´ anticanonique ω−1X est ample. Le degre´
d’une telle surface est l’entier d = (ω.ω). Il satisfait 1 ≤ d ≤ 9.
Le groupe de Chow re´duit A0(X) d’une varie´te´ RCC sur un corps k
quelconque est clairement un groupe de torsion. On peut montrer (Prop.
11.1) qu’il est annule´ par un entier N = N(X) > 0.
Une varie´te´ de Fano est une varie´te´ projective lisse dont fibre´ anticano-
nique est ample. SiX ⊂ Pn est une intersection comple`te lisse connexe de´finie
par des formes Φj , j = 1, . . . , r de degre´s respectifs dj , j = 1, . . . , r, alors X
est de Fano si et seulement si n ≥
∑
j dj . On reconnaˆıt la` la condition C1.
Un the´ore`me difficile est le suivant ([6], [51] ; voir aussi [46], [21]) :
The´ore`me 7.2. (Campana, Kolla´r-Miyaoka-Mori) Une varie´te´ de Fano est
rationnellement connexe par chaˆınes.
Le the´ore`me suivant peut donc eˆtre vu comme une ge´ne´ralisation du
the´ore`me de Tsen.
The´ore`me 7.3. (Graber, Harris, Starr [34] ; de Jong, Starr [42]) Soit F un
corps alge´briquement clos et K = F (C) un corps de fonctions d’une variable
sur F . Soit X une K-varie´te´ se´parablement rationnellement connexe. Alors
X(K) 6= ∅.
Ce the´ore`me implique le re´sultat suivant.
The´ore`me 7.4. Soit F un corps alge´briquement clos de caracte´ristique ze´ro.
Soit f : X → Y un morphisme dominant de F -varie´te´s projectives et lisses,
a` fibre ge´ne´rique ge´ome´triquement inte`gre. Si Y est rationnellement connexe
et si la fibre ge´ne´rique est une varie´te´ rationnellement connexe, alors X est
une varie´te´ rationnellement connexe.
Le the´ore`me 7.3 a aussi le corollaire suivant, connu des experts.
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The´ore`me 7.5. Soit R un anneau de valuation discre`te hense´lien e´quicarac-
te´ristique de corps re´siduel F alge´briquement clos, de corps des fractions K.
Soit X ⊂ PnK une K-varie´te´ se´parablement rationnellement connexe. Alors
X(K) 6= ∅.
De´monstration. Soit S le comple´te´ de R et L le corps des fractions de S.
Comme X/K est lisse, X(K) est dense dans X(L) pour la topologie de´finie
par la valuation de K ([5], Chap. 3.6, Cor. 10 p. 82). Il suffit donc d’e´tablir
le the´ore`me en remplac¸ant R par S et K par L. L’anneau S admet alors un
corps de repre´sentants isomorphe a` F , on peut donc identifier S = F [[t]] et
L = F ((t)).
Les lettres R etK e´tant de´sormais libres, notons maintenant R le hense´lise´
de F [t] en t = 0 et K le corps des fractions de R. Le corps L = F ((t)) est le
comple´te´ de K.
Soit X ′ ⊂ PnS l’adhe´rence sche´matique de X ⊂ P
n
L. C’est un sche´ma
inte`gre projectif et plat sur S. La F -alge`bre S est la limite inductive filtrante
de ses F -sous-alge`bres de type fini. Il existe donc une F -alge`bre de type
fini inte`gre A ⊂ S et un A-sche´ma X projectif et plat tel que X ×A S ≃
X ′. En particulier la fibre ge´ne´rique de X /A est une varie´te´ se´parablement
rationnellement connexe. Il existe un ouvert non vide U ⊂ Y = SpecA, qu’on
peut prendre lisse sur F , tel que toutes les fibres du morphisme X → Y
au-dessus de U sont des varie´te´s se´parablement rationnellement connexes
(Kolla´r, Miyaoka, Mori, voir [46] IV.3.11).
Notons ξ ∈ Y (S) ⊂ Y (L) le point correspondant a` A ⊂ S. Munissons
U(L) de la topologie de´finie par la valuation de L. L’ensemble U(K) est dense
dans U(L) ([5], Chap. 3.6, Cor. 10 p. 82). Pour tout entier n ≥ 1 l’application
naturelle Y (S)→ Y (S/tn) a ses fibres ouvertes dans Y (S) ⊂ Y (L). On peut
donc trouver dans U(K) ⊂ Y (K) un point ξn qui soit dans Y (S) et donc dans
Y (R) et qui ait meˆme image que ξ dans Y (R/tn) = Y (S/tn). On peut donc
pour tout n ≥ 1 trouver un R-sche´ma projectif Xn a` fibre ge´ne´rique Xn/K
se´parablement rationnellement connexe, tel que Xn×RR/t
n ≃ X ×A×SS/t
n
(noter que l’on a R/tn = S/tn.) Le corps des fractions du hense´lise´ R de
F [t] en t = 0 est l’union de corps de fonctions de F -courbes. Le the´ore`me
7.3 assure donc Xn(K) 6= ∅. Comme Xn/R est projectif, on a donc Xn(R) =
Xn(K) 6= ∅, donc X (S/t
n) = Xn(R/t
n) 6= ∅. On a donc X (S/tn) 6= ∅ pour
tout entier n. Par un the´ore`me de Greenberg ([35], Thm. 1) ceci implique
X (S) 6= ∅. On a donc X(L) 6= ∅.
On ne connaˆıt pas de de´monstration de ce the´ore`me qui ne passe pas par
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le cas global K = F (C).
Le the´ore`me 7.3 admet un the´ore`me « re´ciproque » :
The´ore`me 7.6. (Graber-Harris-Mazur-Starr)[33] Soit k = C. Soit S une
varie´te´ lisse sur C de dimension au moins 2. Soit X → S un morphisme
projectif et lisse a` fibre ge´ne´rique ge´ome´triquement inte`gre. Si la restriction
de X → S a` toute courbe C ⊂ S admet une section, alors il existe une
C(S)-varie´te´ Z ge´ome´triquement inte`gre et rationnellement connexe et un
C(S)-morphisme de Z dans la fibre ge´ne´rique de X → S.
Les varie´te´s rationnellement connexes sont donc en quelque sorte ca-
racte´rise´es par le fait d’avoir automatiquement un point sur le corps des
fonctions d’une courbe sur les complexes.
La classe des varie´te´s rationnellement connexes semble eˆtre la classe la
plus large de varie´te´s projectives lisses a` laquelle on peut e´tendre le the´ore`me
de Tsen.
Un exemple explicite de surface d’Enriques sur K = C((t)) sans K-point
a e´te´ construit par Lafon [53]. Un mode`le affine, avec variables x, y, u, z, est
de´fini par le syste`me
x2 − tu2 + t = (t2u2 − t)y2
x2 − 2tu2 + (1/t) = t(t2u2 − t)z2.
[Dans la classification des surfaces, les surfaces d’Enriques sont en quelque
sorte les plus proches des surfaces rationnelles, une telle surface X satisfait
en particulier H1(X,OX) = 0 et H
2(X,OX) = 0.]
En caracte´ristique ze´ro, le the´ore`me 7.5 est e´quivalent a` l’assertion sui-
vante :
The´ore`me 7.7. Soit A un anneau de valuation discre`te de corps re´siduel de
caracte´ristique ze´ro et soit X un A-sche´ma inte`gre propre re´gulier. Si la fibre
ge´ne´rique est une varie´te´ SRC, alors la fibre spe´ciale posse`de une composante
de multiplicite´ 1.
Comme indique´ ci-dessus, le the´ore`me ci-dessus ne vaut de´ja` plus si la
fibre ge´ne´rique est une surface d’Enriques.
Remarque 7.8. On ne sait pas si l’analogue de ce the´ore`me vaut dans le cas
d’ine´gale caracte´ristique. Par exemple, si X est une varie´te´ rationnellement
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connexe sur le corps p-adique Qp, a-t-elle un point dans une extension non
ramifie´e de Qp ? C’est vrai en dimension 1 ou 2. En effet l’extension maximale
non ramifie´e de Qp est un corps C1 (the´ore`me de Lang) et par inspection de la
classification k-birationnelle des k-surfaces rationnelles, on montre (Manin,
l’auteur) que toute k-surface rationnelle (projective et lisse) sur un corps k
qui est C1 posse`de un point k-rationnel.
Motive´ par la conjecture 5.6 (Ax), par les e´nonce´s des the´ore`mes de Tsen
et de Chevalley-Warning, et par plusieurs re´sultats qui seront discute´s plus
bas, on peut, suivant Kolla´r [49], envisager les e´nonce´s suivants :
Suggestions 7.9. Soit A un anneau de valuation discre`te de corps re´siduel
F . Soit X un A-sche´ma re´gulier, propre et plat sur A, a` fibre ge´ne´rique X
lisse ge´ome´triquement connexe, a` fibre spe´ciale un diviseur Y/F a` croise-
ments normaux stricts. Si X/K est une varie´te´ se´parablement rationnelle-
ment connexe, alors
(a) il existe une composante re´duite Yi de Y qui est ge´ome´triquement
inte`gre sur F ;
(b) mieux, il existe une F -varie´te´ rationnellement connexe Z et un F -
morphisme de Z dans Y ;
(c) encore mieux, il existe une composante re´duite Yi de Y qui est une
F -varie´te´ rationnellement connexe.
Dans cette direction, on a les re´sultats suivants.
The´ore`me 7.10. (Kolla´r)[49] Soit F un corps de caracte´ristique ze´ro. Soit
C une courbe lisse sur F , soit A l’anneau local de C en un point ferme´
de corps re´siduel E, soit X un A-sche´ma re´gulier, propre et plat sur A, a`
fibre ge´ne´rique X lisse, a` fibre spe´ciale un diviseur Y/E a` croisements nor-
maux stricts. Si X/K est une varie´te´ de Fano, alors il existe une composante
re´duite Yi de Y qui est ge´ome´triquement irre´ductible sur E.
Toute hypersurface est une de´ge´ne´rescence d’une hypersurface lisse de
meˆme degre´. Le re´sultat de Kolla´r e´tablit ainsi la conjecture 5.6 (Ax) en
caracte´ristique ze´ro : toute F -hypersurface de degre´ d dans PnF avec n ≥ d
contient une sous-F -varie´te´ ge´ome´triquement inte`gre.
Corollaire 7.11. Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro. Il existe un corps
L contenant k posse´dant les proprie´te´s suivantes :
(i) Le corps k est alge´briquement ferme´ dans L.
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(ii) Le corps L est union de corps de fonctions de k-varie´te´s ge´ome´triquement
inte`gres.
(iii) Toute L-varie´te´ ge´ome´triquement inte`gre posse`de un point L-rationnel
(le corps L est « pseudo-alge´briquement clos »).
(iv) Le corps L est un corps C1.
De´monstration. La construction du paragraphe 2 donne un corps L satisfai-
sant les proprie´te´s (i) a` (iii). Le point (iv) est alors une application de la
conjecture d’Ax.
The´ore`me 7.12. (Starr)[66] Soit F un corps parfait contenant un corps
alge´briquement clos. Soit C une courbe lisse sur F , soit A l’anneau local
de C en un point ferme´ de corps re´siduel E, soit X un A-sche´ma re´gulier,
propre et plat sur A, a` fibre ge´ne´rique X/K lisse, a` fibre spe´ciale un diviseur
Y/E a` croisements normaux stricts. Si X est une K-varie´te´ se´parablement
rationnellement connexe, alors il existe une composante re´duite Yi de Y qui
est ge´ome´triquement irre´ductible sur E.
Le the´ore`me suivant implique en particulier que le the´ore`me 7.10 vaut
plus ge´ne´ralement lorsque la fibre ge´ne´rique est une varie´te´ rationnellement
connexe.
The´ore`me 7.13. (Hogadi et Xu)[40] Soient F un corps de caracte´ristique
ze´ro, C une F -courbe lisse, A l’anneau local de C en un point ferme´ P , et
E le corps re´siduel en P . Soit X un A-sche´ma propre et plat sur A, de fibre
ge´ne´rique X une K-varie´te´ rationnellement connexe. Alors
(a) Il existe une E-varie´te´ rationnellement connexe Z et un E-morphisme
de Z dans la fibre Y/E de X → C en P .
(b) Si X est re´gulier, connexe, de dimension relative au plus 3, et si la
fibre spe´ciale est un diviseur Y/E a` croisements normaux stricts, alors il
existe une composante re´duite Yi de Y qui est une E-varie´te´ rationnellement
connexe.
Sous l’hypothe`se supple´mentaire que F contient un corps alge´briquement
clos, le re´sultat (a) avait e´te´ e´tabli ante´rieurement par de Jong.
Corollaire 7.14. Soit k un corps de caracte´ristique ze´ro. Il existe un corps
L contenant k posse´dant les proprie´te´s suivantes :
(i) Le corps k est alge´briquement ferme´ dans L.
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(ii) Le corps L est union de corps de fonctions de k-varie´te´s rationnelle-
ment connexes.
(iii) Toute L-varie´te´ rationnellement connexe posse`de un point L-rationnel.
(iv) Le corps L est un corps C1.
De´monstration. On reprend la construction du paragraphe 2 mais a` la place
des F -varie´te´s ge´ome´triquement inte`gres on utilise les F -varie´te´s inte`gres F -
birationnelles a` une F -varie´te´ rationnellement connexe. La conditions (Stab)
du paragraphe 2 est satisfaite graˆce au the´ore`me 7.4 (conse´quence du the´ore`me
de Graber, Harris et Starr). Le corps L ainsi construit satisfait les proprie´te´s
(i) a` (iii). Toute hypersurface est une de´ge´ne´rescence d’une hypersurface lisse
de meˆme degre´. Le the´ore`me 7.13 implique donc que le corps L est un corps
C1 (voir [40], Cor. 1.5).
Une variante de la de´monstration du the´ore`me 7.5 permet de ge´ne´raliser
la partie (a) du the´ore`me 7.13.
The´ore`me 7.15. Soit A un anneau de valuation discre`te, de corps des
fractions K et de corps re´siduel F de caracte´ristique nulle. Soit X un A-
sche´ma projectif et plat sur A, de fibre ge´ne´rique une K-varie´te´ rationnelle-
ment connexe. Alors il existe une F -varie´te´ rationnellement connexe Z et un
F -morphisme de Z dans la fibre spe´ciale Y = X ×A F .
De´monstration. Pour e´tablir le re´sultat, on peut remplacer A par son com-
ple´te´. Comme la caracte´ristique de F est nulle, ce comple´te´ est isomorphe
a` F [[t]]. On est donc re´duit au cas A = F [[t]]. Soit R le hense´lise´ de F [t]
en t = 0. Soit L son corps des fractions. On a Rˆ = A et Lˆ = K. La
de´monstration du the´ore`me 7.5 montre qu’il existe un R-sche´ma projectif
et plat X1 (non ne´cessairement re´gulier) de fibre ge´ne´rique une L-varie´te´
rationnellement connexe, tel que X1 ×R F ≃ X ×F [[t]] F = Y , en d’autres
termes, la fibre spe´ciale Y de X1 est F -isomorphe a` la fibre spe´ciale de X .
D’apre`s le the´ore`me 7.13 (Hogadi et Xu), il existe une F -varie´te´ rationnelle-
ment connexe Z et un F -morphisme Z → X1 ×R F .
Remarque 7.16. (Wittenberg) Soit A un anneau de valuation discre`te de
corps des fractions K et de corps re´siduel F de caracte´ristique ze´ro. Soit
X un A-sche´ma re´gulier, propre et plat sur A, a` fibre ge´ne´rique X lisse, a`
fibre spe´ciale un diviseur Y/F a` croisements normaux stricts. Lorsque la fibre
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ge´ne´rique X est une K-compactification lisse d’un espace homoge`ne d’un K-
groupe alge´brique line´aire connexe, on peut facilement e´tablir le the´ore`me
7.10 et l’e´nonce´ (a) du the´ore`me 7.13. On remplace A par F [[t]]. Comme
rappele´ au paragraphe 2, le corps F est alge´briquement ferme´ dans un corps
E de dimension cohomologique cd(E) ≤ 1, corps qui est union de corps
de fonctions de F -varie´te´s d’un type spe´cial, en particulier rationnellement
connexes. Le corps L limite inductive des corps E((t1/n)) a le meˆme groupe
de Galois que E. Il est donc de dimension cohomologique 1, et X a un
L-point. Ceci implique l’existence d’une F -application rationnelle d’une F -
varie´te´ rationnellement connexe Z dans une composante re´duite de la fibre
spe´ciale, composante qui e´tant lisse doit en particulier eˆtre ge´ome´triquement
inte`gre.
Remarque 7.17. De meˆme que l’on ne peut espe´rer e´tendre le the´ore`me 7.7
a` d’autres classes de varie´te´s que celle des varie´te´s rationnellement connexes,
de meˆme il semble de´raisonnable d’espe´rer une re´ponse positive a` la sug-
gestion 7.9 (a) pour d’autres classes que celle des varie´te´s rationnellement
connexes, par exemple pour les varie´te´s projectives et lisses X telles que
H i(X,OX) = 0 pour i ≥ 1, ou telles que le groupe de Chow de X re´duit des
ze´ro-cycles sur tout corps alge´briquement clos soit nul (voir le paragraphe
suivant). Starr (communication prive´e) a donne´ un exemple de surface d’En-
riques sur un corps K(t) telle que pour tout mode`le de type (R) de cette
surface sur l’anneau local de K[t] en t = 0, a` croisements normaux stricts,
aucune composante re´duite ne soit ge´ome´triquement inte`gre.
8 Autour du the´ore`me de Chevalley-Warning :
Varie´te´s dont le groupe de Chow ge´ome´-
trique est trivial
Le the´ore`me de Chevalley-Warning a fait l’objet de plusieurs ge´ne´ralisations
(Ax, Katz, Esnault, voir [7]).
The´ore`me 8.1. (Weil, 1954) Toute surface projective lisse ge´ome´triquement
rationnelle sur un corps fini posse`de un point rationnel.
The´ore`me 8.2. (formule de Woods Hole 1964, de Lefschetz-Verdier, voir
Grothendieck/Illusie SGA 5 III, Katz SGA7 XXII) Soit F un corps fini de
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caracte´ristique p. Soit X/F une varie´te´ propre. Si H0(X,OX) = F et si
Hr(X,OX) = 0 pour r ≥ 1, alors le nombre de points rationnels de X est
congru a` 1 modulo p.
En caracte´ristique nulle, les groupes Hr(X,OX) (r ≥ 1) s’annulent pour
une varie´te´ de Fano, mais on ne sait pas le de´montrer en caracte´ristique
positive (sauf en dimension au plus 3, le cas de la dimension 3 e´tant duˆ a`
Shepherd-Barron).
H. Esnault a obtenu le re´sultat suivant.
The´ore`me 8.3. (Esnault 2003) [25] Soit F un corps fini de cardinal q. Pour
X/F lisse, projective, ge´ome´triquement inte`gre, et Ω un corps alge´briquement
clos contenant le corps F(X), si l’on a A0(XΩ) = 0, alors le nombre de points
F-rationnels de X est congru a` 1 modulo q.
Soit l un nombre premier, l 6= car(F). Par un argument remontant a`
Spencer Bloch et de´veloppe´ par Bloch et Srinivas, l’hypothe`se assure que
la cohomologie l-adique de X est de coniveau 1, c’est-a`-dire qu’elle satisfait
H ie´t(X,Ql) = N
1H ie´t(X,Ql) pour tout i ≥ 1 (toute classe de cohomologie
s’annule sur un ouvert de Zariski non vide). Sous cette condition, H. Esnault
utilise des re´sultats de Deligne pour e´tablir la congruence annonce´e.
Ce the´ore`me s’applique pour les varie´te´s rationnellement connexes par
chaˆınes, et en particulier pour les varie´te´s de Fano, a` la diffe´rence du the´ore`me
8.2.
A noter que le the´ore`me s’applique aussi pour des varie´te´s qui ne sont pas
rationnellement connexes, comme les surfaces d’Enriques et aussi certaines
surfaces de type ge´ne´ral.
Comme dans l’e´nonce´ initial de Chevalley-Warning et dans l’e´nonce´ du
the´ore`me de Tsen, on dispose de versions portant sur les fibres spe´ciales,
singulie`res, de telles varie´te´s.
The´ore`me 8.4. (N. Fakhruddin et C.S. Rajan, 2004) [30] Soit f : X →
Y un morphisme propre dominant de varie´te´s lisses et ge´ome´triquement
irre´ductibles sur un corps fini F de cardinal q. Soit Z la fibre ge´ne´rique, sup-
pose´e ge´ome´triquement inte`gre. Soit F(Y ) une cloˆture alge´brique du corps
des fonctions F(Y ). Si l’on a A0(ZF(Y )) = 0, alors pour tout point y ∈ Y (F),
le cardinal de Xy(F) est congru a` 1 modulo q. Si l’hypothe`se X lisse est omise
mais si la fibre ge´ne´rique Z est lisse, on a Xy(F) 6= ∅ pour tout y ∈ Y (F).
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Donc sur toute de´ge´ne´rescence de varie´te´ RCC (lisse) il y a un F-point.
Ceci vaut aussi sur une de´ge´ne´rescence d’une surface d’Enriques ou de cer-
taines surfaces de type ge´ne´ral.
The´ore`me 8.5. (Esnault [26] [27] ; Esnault et Xu [28]) Soit A un anneau de
valuation discre`te complet de corps des fractions K et de corps re´siduel F fini
de cardinal q. Soit X un A-sche´ma inte`gre propre et plat. Soit l un nombre
premier, l 6= car(F). Supposons la fibre ge´ne´rique ge´ome´triquement inte`gre,
lisse et a` cohomologie l-adique de coniveau 1. Soit Y/F la fibre spe´ciale. Alors
(i) Y (F) 6= ∅ ;
(ii) si de plus X est re´gulier, alors card(Y (F)) ≡ 1 mod q.
L’hypothe`se sur la cohomologie est satisfaite si A0(X ×K Ω) = 0, ou` Ω
est un corps alge´briquement clos contenant K(X), en particulier pour les
varie´te´s RCC mais aussi pour les surfaces d’Enriques et certaines surfaces de
type ge´ne´ral.
En particulier il y a un point rationnel sur la fibre spe´ciale. En particulier
si toutes les composantes de la fibre spe´ciale sont lisses, alors l’une d’entre
elles est ge´ome´triquement inte`gre sur Fq.
Il y a des the´ore`mes de ge´ome´trie alge´brique qui se de´montrent par
re´duction au cas des corps finis. On part d’une varie´te´ sur un corps k. Une
telle varie´te´ est obtenue par changement de base A → k a` partir d’un A-
sche´ma de type fini, pour une Z-alge`bre de type fini A convenable. On re´duit
ensuite aux points ferme´s de A (leurs corps re´siduels sont finis) et on applique
les re´sultats obtenus sur les corps finis.
Les the´ore`mes e´tablis par H. Esnault sont de ce point de vue « trop
bons » : la classe des K-varie´te´s auxquelles ses re´sultats s’appliquent est plus
large que celle des K-varie´te´s rationnellement connexes. On ne peut donc
espe´rer les utiliser pour e´tablir des re´sultats comme le the´ore`me 7.3 (Graber-
Harris-Starr) ou le the´ore`me 7.10 ci-dessus (Kolla´r) – pas plus d’ailleurs que
l’on ne pouvait utiliser le the´ore`me de Chevalley-Warning pour e´tablir le
the´ore`me de Tsen ou la conjecture d’Ax. Un obstacle essentiel semble eˆtre
le fait bien connu suivant : il existe des polynoˆmes en une variable sur Z qui
n’ont pas de ze´ro sur Q mais dont la re´duction en tout premier p sauf un
nombre fini a un ze´ro, par exemple (x2 − a)(x2 − b)(x2 − ab), avec a, b ∈ Z
non carre´s.
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Les re´sultats sur les corps finis peuvent ne´anmoins en sugge´rer d’autres
sur les corps de fonctions d’une variable. On en trouvera un exemple re´cent
dans [44], §9.8, Remarque 3.
9 Approximation faible pour les varie´te´s ra-
tionnellement connexes
Suggestion 9.1. Soit K un corps de fonctions d’une variable sur un corps
alge´briquement clos. Pour toute varie´te´ rationnellement connexe X sur K,






a une image dense. Ici Kv est le comple´te´ de K en v et X(Kv) est muni de
la topologie induite par la topologie de la valuation sur Kv.
Des arguments e´le´mentaires ([11]) permettent d’e´tablir l’approximation
faible en tout ensemble fini de places pour les compactifications lisses d’es-
paces homoge`nes de groupes line´aires connexes, puis pour les varie´te´s ob-
tenues par fibrations en de telles varie´te´s. On traite ainsi les intersections
comple`tes lisses de deux quadriques dans Pn pour n ≥ 4.
The´ore`me 9.2. (Hassett-Tschinkel)[37] Soit K un corps de fonctions d’une
variable sur un corps alge´briquement clos de caracte´ristique ze´ro. Soit X/K
une K-varie´te´ rationnellement connexe. Si I est un ensemble fini de places
de K de bonne re´duction pour X/K, alors l’approximation faible vaut pour
X en ces places : l’application diagonale X(K)→
∏
v∈I X(Kv) a une image
dense.
Ceci ge´ne´ralise un re´sultat de Kolla´r, Miyaoka et Mori (cas on l’on de-
mande une re´duction fixe´e, sans obtenir d’approximations aux jets d’ordre
supe´rieur).
Le cas particulier des surfaces cubiques lisses avait e´te´ traite´ par Madore
[57].
Hassett et Tschinkel [38] ont aussi des re´sultats d’approximation en des
places de mauvaise, mais pas trop mauvaise re´duction. Mais comme ces au-
teurs le notent, le cas suivant est ouvert.
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Question 9.3. L’approximation faible en la place λ = 0 vaut-elle pour la
surface cubique x3 + y3 + z3 + λt3 = 0 sur le corps K = C(λ) ?
Lorsque le nombre de variables est suffisamment grand par rapport au
degre´, on a pu e´tablir l’approximation faible en toutes les places. Voir la
section 12.5 ci-dessous.
10 R-e´quivalence sur les varie´te´s rationnelle-
ment connexes
Soient k un corps non alge´briquement clos etX une k-varie´te´ (se´parablement)
rationnellement connexe. Que sait-on sur l’ensemble X(k)/R ?
The´ore`me 10.1. (Kolla´r)[47] Soit K un corps local usuel (localement com-
pact) et soit X une K-varie´te´ se´parablement rationnellement connexe. Alors
la R-e´quivalence sur X(K) est une relation ouverte. L’ensemble X(K)/R
est fini. Dans le cas K = R les classes de R-e´quivalence co¨ıncident avec les
composantes connexes de X(R).
Ce re´sultat est une vaste ge´ne´ralisation de cas particuliers ante´rieurement
connus (surfaces fibre´es en coniques, compactifications de groupes alge´briques
line´aires connexes, hypersurfaces cubiques lisses, intersections lisses de deux
quadriques dans Pn pour n ≥ 4).
Suggestion 10.2. (Kolla´r) Soient F un corps fini et X une F-varie´te´ se´pa-
rablement rationnellement connexe. Alors tous les points de X(F) sont R-
e´quivalents : l’ensemble X(F)/R a un e´le´ment.
Swinnerton-Dyer montra qu’il en est ainsi pour les surfaces cubiques lisses.
Ce re´sultat a e´te´ re´cemment e´tendu par J. Kolla´r [50] a` toutes les hypersur-
faces cubiques lisses sur un corps fini de cardinal au moins 8.
The´ore`me 10.3. (Kolla´r-Szabo´)[52] Soient F un corps fini et X une F-
varie´te´ se´parablement rationnellement connexe. Si l’ordre de F est plus grand
qu’une certaine constante qui de´pend seulement de la ge´ome´trie de X alors
X(F)/R est re´duit a` un point.
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The´ore`me 10.4. (Kolla´r-Szabo´)[52] Soit K un corps local non archime´dien
de corps re´siduel le corps fini F. Soit A l’anneau de la valuation. Soit X
un A-sche´ma re´gulier, inte`gre, projectif et plat sur A, de fibre spe´ciale Y/F
une F-varie´te´ se´parablement rationnellement connexe – ce qui implique que
la fibre ge´ne´rique X = X ×AK est SRC. Si l’ordre de F est plus grand qu’une
certaine constante qui de´pend seulement de la ge´ome´trie de X alors X(K)/R
est re´duit a` un point.
Ici encore on se demande si la condition sur l’ordre du corps re´siduel est
ne´cessaire. A tout le moins, le re´sultat ci-dessus implique :
The´ore`me 10.5. [52] Soient K un corps de nombres et X/K une K-varie´te´
rationnellement connexe. Alors pour presque toute place v de K, notant Kv
le comple´te´ de K en v, on a cardX(Kv)/R = 1.
Soit A un anneau de valuation discre`te de corps des fractionsK et de corps
re´siduel F . Soit X un A-sche´ma inte`gre, propre et lisse. Soit X = X ×A K
la fibre ge´ne´rique et Y = X ×A F la fibre spe´ciale.
La spe´cialisation X(K) = X (A) → Y (F ) passe au quotient par la R-
e´quivalence (voir [55]). On a donc une application de spe´cialisation :
X(K)/R→ Y (F )/R.
The´ore`me 10.6. (Kolla´r) [48] Dans la situation ci-dessus, si Y/F est SRC,
et si A est hense´lien, alors l’application de spe´cialisationX(K)/R→ Y (F )/R
est une bijection.
On dit qu’un corps K est fertile (les anglo-saxons disent « large field »)
si sur toute K-varie´te´ lisse inte`gre avec un K-point les K-points sont denses
pour la topologie de Zariski.
Exemples :
(a) Une extension alge´brique infinie d’un corps fini (estimations de Lang–
Weil).
(b) Un corps local usuel (non archime´dien, a` corps re´siduel fini), plus
ge´ne´ralement le corps des fractions d’un anneau de valuation discre`te hense´lien
de corps re´siduel quelconque.
(c) Le corps R des re´els, plus ge´ne´ralement un corps re´el clos, plus ge´ne´-
ralement un corps dont le groupe de Galois absolu est un pro-p-groupe (p
e´tant un nombre premier).
(d) Un corps pseudo-alge´briquement clos.
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The´ore`me 10.7. (Kolla´r) Soient K un corps fertile et X une K-varie´te´
se´parablement rationnellement connexe.
(1) [47] Pour tout point M ∈ X(K), il existe un K-morphisme tre`s libre
f : P1K → X tel que M appartienne a` f(P
1(K)).
(2) [48] Si deux K-points sont R-e´quivalents, alors il existe un K-mor-
phisme P1K → X tel que ces deux points soient dans l’image de P
1(K).
Corollaire 10.8. [48] Pour K corps fertile et X/K comme ci-dessus, pour
tout ouvert de Zariski non vide U ⊂ X, l’application U(K)/R → X(K)/R
est bijective.
On ne sait pas si les deux e´nonce´s pre´ce´dents valent sur un corps K infini
quelconque.
The´ore`me 10.9. (Kolla´r) [48] Soit K un corps local usuel, soit f : X →
Y un K-morphisme projectif et lisse de K-varie´te´s lisses, dont les fibres
ge´ome´triques sont des varie´te´s SRC. L’application Y (K)→ N qui a` un point
y ∈ Y (K) associe le cardinal de Xy(K)/R est semi-continue supe´rieurement :
tout point de Y (K) admet un voisinage (pour la topologie sur Y (K) de´finie
par celle du corps local K) tel que pour z dans ce voisinage le cardinal de
Xz(K)/R soit au plus e´gal a` celui de Xy(K)/R.
Question 10.10. [48] Le cardinal de Xy(K)/R est-il localement constant
quand y varie dans Y (K) ?
Question 10.11. Soient k un corps et X une k-varie´te´ se´parablement ra-
tionnellement connexe. Dans chacun des cas suivants :
(a) k = C(C) est un corps de fonctions d’une variable sur les complexes,
(b) k = C((t)) est un corps de se´ries formelles en une variable,
(c) k est un corps C1,
(d) k est un corps parfait de dimension cohomologique cd(k) ≤ 1,
l’ensemble X(k)/R a-t-il au plus un e´le´ment ?
On ne s’attend pas a` une re´ponse positive. Cependant, pour k de carac-
te´ristique nulle, sous la simple hypothe`se cd(k) ≤ 1, c’est connu dans les cas
suivants :
(i) X est une compactification lisse d’un groupe line´aire connexe ([16]).
(ii) X est une surface fibre´e en coniques de degre´ 4 sur la droite projective
([18]).
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(iii) X est une intersection lisse de deux quadriques dans Pnk et n ≥ 5
([17], Thm. 3.27 (ii)).
(iv) Le corps k est C1, la varie´te´ X est une hypersurface cubique lisse
dans Pnk avec n ≥ 5 ([58]).
On a aussi le re´sultat suivant, portant sur des varie´te´s singulie`res :
(v) Soit k un corps de caracte´ristique nulle tel que toute forme quadra-
tique sur k en 3 variables ait un ze´ro non trivial. Alors pour toute surface
cubique singulie`re X ⊂ P3k l’ensemble X(k)/R a au plus un e´le´ment.
Lorsque X posse`de un point singulier k-rationnel, ceci est e´tabli dans [58],
§1. Dans le cas ge´ne´ral, on e´tablit ce re´sultat en utilisant la classification
des surfaces cubiques singulie`res. Le seul cas non couvert par les arguments
donne´s au §5 de [56] (voir aussi [58], Remarque 1) est le cas des surfaces de
Chaˆtelet (cas 7 p. 182 de [56]). Le re´sultat dans ce cas s’obtient en combinant
le The´ore`me 8.6 (d) de [17] et les re´sultats de [20].
Une re´ponse positive a` la question 10.11 pour les surfaces (projectives
et lisses) ge´ome´triquement rationnelles de´finies sur C(t) impliquerait l’uni-
rationalite´ des varie´te´s de dimension 3 sur C qui admettent une fibration en
coniques sur le plan projectif. Il s’agit la` d’une question largement ouverte.
Question 10.12. Soient K un corps de nombres et X une K-varie´te´ ration-
nellement connexe. Le quotient X(K)/R est-il fini ?
C’est connu dans les cas suivants :
(i) La varie´te´X est une compactification lisse d’un groupe line´aire connexe
G. L’immersion ouverte G ⊂ X induit une bijection G(k)/R ≃ X(k)/R
([32]). La finitude dans le cas ge´ne´ral est due a` Gille [31], elle s’appuie sur des
re´sultats ante´rieurs de Margulis (groupes semi-simples simplement connexes)
et CT-Sansuc ([16], cas des tores alge´briques).
(ii) La varie´te´ X est une surface fibre´e en coniques de degre´ 4 sur la droite
projective (CT-Sansuc, cf. [18]).
(iii) La varie´te´ X est une intersection lisse de deux quadriques dans PnK
et n ≥ 6 ([17]).
La question de la finitude de X(K)/R sur K un corps de nombres est
ouverte pour les compactifications lisses d’espaces homoge`nes de groupes
line´aires connexes, meˆme en supposant les groupes d’isotropie ge´ome´trique
connexes.
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On pourrait se poser la question de la finitude de X(K)/R pour X/K
rationnellement connexe et K de type fini sur l’un quelconque des corps
suivants : un corps fini, Q, C, R, Qp.
On a par exemple la finitude dans ce cadre dans le cas (ii) ci-dessus ([18]),
et c’est une question ouverte lorsque X est de dimension 2, i.e. est une surface
ge´ome´triquement rationnelle. Dans le cas (i), on a la finitude lorsque G est
un tore [16]. C’est une question largement ouverte pour G un groupe line´aire
quelconque.
Mais, sur chacun des corps Q(t), R(t), R((t)), la re´union pour tout n ≥
1 des R((t1/n)) (qui est un corps re´el clos non archime´dien), Kolla´r [48] a
construit des exemples d’hypersurfaces lisses X de degre´ 4 dans PnK , avec n
arbitrairement grand, telles que X(K)/R soit infini.
11 E´quivalence rationnelle sur les ze´ro-cycles
des varie´te´s rationnellement connexes
Proposition 11.1. [9] Soient k un corps et X une k-varie´te´ RCC. Il existe
un entier N = N(X) > 0 tel que pour toute extension de corps L/k on ait
NA0(X ×k L) = 0.
Soient F un corps fini et X une F-varie´te´ se´parablement rationnellement
connexe. Du the´ore`me de Kolla´r et Szabo´ [52] il re´sulte que l’on a A0(X) = 0.
Mais ceci n’est qu’un cas particulier d’un the´ore`me ge´ne´ral en the´orie du corps
de classes supe´rieur :
The´ore`me 11.2. (K. Kato et S. Saito, 1983) Soient F un corps fini et X
une F-varie´te´ projective et lisse ge´ome´triquement inte`gre. Soit AlbX la varie´te´
d’Albanese de X (c’est une varie´te´ abe´lienne) et µ le F-groupe fini commutatif
dual de la torsion du groupe de Ne´ron-Severi ge´ome´trique de X. Le groupe
A0(X) est fini, et l’on a une suite exacte
0→ H1(F, µ)→ A0(X)→ AlbX(F)→ 0.
Question 11.3. Soient k un corps et X une k-varie´te´ se´parablement ration-
nellement connexe. Dans chacun des cas suivants :
(a) k = C(C) est un corps de fonctions d’une variable sur les complexes,
(b) k = C((t)) est un corps de se´ries formelles en une variable,
(c) k est un corps parfait de dimension cohomologique 1,
a-t-on A0(X) = 0 ?
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On ne s’attend pas a` une re´ponse positive. Cependant, pour k de ca-
racte´ristique nulle, sous la simple hypothe`se cd(k) ≤ 1, il en est ainsi dans
chacun des cas suivants :
(i) Compactification lisse d’espace homoge`ne principal de groupe alge´brique
line´aire connexe ([16]).
(ii) Surface SRC, i.e. surface ge´ome´triquement rationnelle. La situation
est ici bien meilleure que pour la R-e´quivalence (voir la question 10.11). On
e´tablit A0(X) = 0 par des me´thodes de K-the´orie alge´brique ([8]).
(iii) Hypersurface cubique lisse dans Pnk (n ≥ 3) avec un k-point, pour
n ≥ 3. Soit P ∈ X(k). Pour e´tablir (iii), il suffit de montrer que tout k-point
M est rationnellement e´quivalent au point P (on applique ensuite cet e´nonce´
sur toute extension finie de k.) Soit L ⊂ Pnk un espace line´aire de dimension
3 contenant P et M . Soit Y = X ∩ L ⊂ L ≃ P3k la surface cubique de´coupe´e
par L. Si Y est singulie`re, alors P et M sont R-e´quivalents sur Y , donc sur
X : voir l’e´nonce´ (v) apre`s la question 10.11. Si Y est non singulie`re, on a
A0(Y ) = 0 d’apre`s le point (ii) ci-dessus. Dans tous les cas on voit que P et
M sont rationnellement e´quivalents.
(iv) Intersection lisse de deux quadriques dans Pnk avec un k-point, pour
n ≥ 5. Ceci re´sulte de l’e´nonce´ (iii) suivant la question 10.11. Une adaptation
de l’argument donne´ ci-dessus pour les hypersurfaces cubiques devrait donner
le re´sultat pour n ≥ 4.
The´ore`me 11.4. (CT-Ischebeck 1981) Soit X une R-varie´te´ projective et
lisse ge´ome´triquement inte`gre avec X(R) 6= ∅. Soit s le nombre de compo-
santes connexes de X(R).
Le sous-groupe 2A0(X) est le sous-groupe divisible maximal de A0(X) et
le quotient A0(X)/2A0(X) = (Z/2)
s−1.
En particulier si X est rationnellement connexe et X(R) 6= ∅, alors A0(X)
est fini et A0(X) = (Z/2)
s−1.
Soit R un corps re´el clos. Knebusch et Delfs ont montre´ comment l’on
peut, pour toute R-varie´te´ alge´brique X , donner une de´finition ade´quate
des « composantes connexes » de X(R). Celles-ci sont en nombre fini. Le
the´ore`me ci-dessus vaut dans ce cadre plus large. On comparera ceci avec la
remarque finale de la section 10.
Question 11.5. Soient K un corps p-adique (extension finie de Qp) et X
une K-varie´te´ rationnellement connexe. Le groupe A0(X) est-il fini ?
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Soit A l’anneau de la valuation du corps local K, soit F le corps fini
re´siduel. Voici des re´sultats obtenus dans cette direction.
(i) Si dim(X) = 2, le groupe A0(X) est fini ([8]).
(ii) Si X est une intersection lisse de deux quadriques dans PnK , n ≥ 4 et
X(K) 6= ∅, le groupe A0(X) est fini ([17], [19] et [62]).
(iii) Si X est un fibre´ en quadriques de dimension relative au moins 1 sur
la droite projective, le groupe A0(X) est fini ([19, 62]).
(iv) SiX est uneK-compactification lisse d’unK-groupe line´aire connexe,
alors A0(X) est somme d’un groupe fini et d’un groupe de torsion p-primaire
(d’exposant fini) ([9]).
(v) (Kolla´r-Szabo´) [52] Si X a bonne re´duction SRC, i.e. s’il existe un
A-sche´ma X re´gulier, inte`gre, propre et lisse de fibre spe´ciale Y/F SRC, alors
A0(X) = 0.
(vi) (S. Saito et K. Sato) [64] Soit X une K-varie´te´ projective, lisse,
ge´ome´triquement connexe. Supposons que X/K posse`de un mode`le X /A
re´gulier inte`gre, propre et plat, de fibre spe´ciale re´duite Yred/F a` croisements
normaux stricts. Alors le groupe A0(X) est somme directe d’un groupe fini
et d’un groupe divisible par tout entier premier a` p. Si en outre X est une
varie´te´ rationnellement connexe, alors A0(X) est somme d’un groupe fini et
d’un groupe de torsion p-primaire d’exposant fini.
On s’est longtemps pose´ la question de savoir si pour toute varie´te´ projec-
tive lisse X sur un corps p-adique le sous-groupe de torsion de A0(X) est fini.
M. Asakura et S. Saito ont montre´ re´cemment qu’il n’en est rien (exemples :
surfaces de degre´ d ≥ 5 suffisamment ge´ne´rales dans P3).
Question 11.6. Soient K un corps de type fini sur le corps premier et X
une K-varie´te´ rationnellement connexe. Le groupe A0(X) est-il fini ?
C’est connu lorsque dim(X) = 2 et X(K) 6= ∅ ([8]), et lorsque X est une
compactification lisse d’un K-tore de dimension 3 (Merkur’ev, 2008).
Mais le cas ge´ne´ral des compactifications lisses de tores sur un corps de
nombres est ouvert.
De fac¸on ge´ne´rale, on se demande si pour toute varie´te´ X connexe, pro-
jective et lisse sur un corps K de type fini sur le corps premier, le groupe
A0(X) est un groupe de type fini.
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12 Vers les varie´te´s supe´rieurement ration-
nellement connexes
12.1 Deux exemples
12.1.1 Formes tordues d’hyperquadriques
D. Tao [68] a obtenu les re´sultats suivants. Soit K un corps posse´dant une
alge`bre simple centrale A de degre´ 2n ≥ 6 dont la classe [A] dans le groupe
de Brauer de K est non nulle et d’exposant 2. La condition 2.[A] = 0 assure
l’existence sur A d’une involution de premie`re espe`ce σ qu’on peut choisir
orthogonale. A une telle situation est alors associe´e une K-varie´te´ X qui est
une forme tordue d’une quadrique lisse dans P2n−1 et pour laquelle
Ker(BrK → BrK(X)) = Z/2 = Z.[A] ⊂ BrK.
Il y a donc une obstruction e´le´mentaire a` l’existence d’un K-point, en parti-
culier X(K) = ∅.
On peut trouver des alge`bres A du type requis sur l’un quelconque des
corps suivants : un corps p-adique, le corps des se´ries formelles ite´re´es C((u))((v)),
un corps de fonctions de deux variables sur C.
Sur K l’un quelconque de ces corps, pour m ≥ 4, les quadriques dans
PmK ont un point rationnel. Mais pour m impair les formes tordues obtenues
n’ont pas de point K-rationnel.
Si l’on conside`re une telle forme tordue X sur le corps K = C((u))((v)),
pour laquelle l’application BrK → BrK(X) n’est pas injective, il re´sulte de
la proposition 4.1 que la fibre spe´ciale sur F = C((u)) d’un mode`le propre,
plat, re´gulier de X sur l’anneau de valuation discre`te A = C((u))[[v]] n’a
aucune composante ge´ome´triquement inte`gre de multiplicite´ 1.
12.1.2 Une hypersurface cubique
L’hypersurface cubique diagonale X ⊂ P8K de coefficients
(1, u, u2, v, vu, vu2, v2, v2u, v2u2)
sur le corps K = C((u))((v)) n’a pas de point rationnel.
La condition d’injectivite´ sur le groupe de Brauer BrK →֒ BrK(X) est
ici satisfaite, plus ge´ne´ralement, l’obstruction e´le´mentaire s’annule : il en est
ainsi pour toute hypersurface lisse de dimension au moins 3 (cf. [4]).
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L’anneau de valuation discre`te A = C((u))[[v]] a pour corps des frac-
tions K. La K-hypersurface cubique X admet un mode`le re´gulier X pro-
jectif sur A dont une composante re´duite de la fibre sur F = C((u)) est
ge´ome´triquement inte`gre et de multiplicite´ 1 : un ouvert est donne´ par un
ouvert du coˆne de P8F d’e´quation homoge`ne x
3 + uy3 + u2z3 = 0. Mais cette
composante n’est pas rationnellement connexe, elle ne posse`de meˆme pas de
C((u))-point lisse. De fait, la fibre spe´ciale Y de X ne saurait posse´der une
composante ge´ome´triquement inte`gre rationnellement connexe de multipli-
cite´ 1 : d’apre`s le the´ore`me 7.5 toute telle composante posse´derait des points
lisses sur C((u)), points qui seraient Zariski-denses car C((u)) est fertile, et
l’on pourrait relever un C((u))-point non situe´ sur les autres composantes
en un K-point de X . Le meˆme argument montre qu’aucune composante de
multiplicite´ 1 de la fibre spe´ciale d’un mode`le X de type (R) de X , a` croise-
ments normaux stricts, n’est le but d’une application rationnelle depuis une
C((u))-varie´te´ rationnellement connexe.
12.2 Fibres spe´ciales avec une composante ge´ome´tri-
quement inte`gre de multiplicite´ 1
Soit A un anneau de valuation discre`te, K son corps des fractions, F son
corps re´siduel. Soit π une uniformisante de A. Soit X /A un A-sche´ma de type
(R) (voir le paragraphe 2), X/K sa fibre ge´ne´rique, Y/F sa fibre spe´ciale.
Si l’on a X(K) 6= ∅ alors l’on a X (A) 6= ∅. Comme X est re´gulier, une
A-section de X/A rencontre Y en un F -point M posse´dant les proprie´te´s
suivantes : il est sur une unique composante re´duite de Y , il est lisse sur
cette composante, cette composante est de multiplicite´ 1 et ge´ome´triquement
inte`gre. Inversement, si A est hense´lien, un tel point M se rele`ve en un K-
point de X .
On voit donc qu’une condition ne´cessaire pour l’existence d’un K-point
sur X est l’existence d’une composante ge´ome´triquement inte`gre de multipli-
cite´ 1 de la fibre spe´ciale Y . Au paragraphe 3.4 on a discute´ cette proprie´te´.
Par analogie avec les suggestions 7.9 on est amene´ ici a` s’inte´resser aux pro-
prie´te´s suivantes d’un A-sche´ma X de type (R).
(i) La fibre spe´ciale Y/F contient une composante ge´ome´triquement inte`-
gre de multiplicite´ 1.
(ii) La fibre spe´ciale Y/F contient une composante ge´ome´triquement inte`-
gre de multiplicite´ 1 qui admet un F -morphisme depuis une F -varie´te´ se´para-
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blement rationnellement connexe.
(iii) La fibre spe´ciale Y/F contient une composante ge´ome´triquement
inte`gre de multiplicite´ 1 qui est une F -varie´te´ se´parablement rationnellement
connexe.
On laisse ici au lecteur le soin de ve´rifier que la proprie´te´ (ii) satisfait la
meˆme proprie´te´ d’invariance K-birationnelle que la proprie´te´ (i) (cf. §3.4).
The´ore`me 12.1. (CT-Kunyavskiˇı 2006) [13] Soit A un anneau de valuation
discre`te, de corps des fractions K, de corps re´siduel F de caracte´ristique ze´ro.
Soit X un A-sche´ma re´gulier propre inte`gre de fibre ge´ne´rique XK une com-
pactification lisse d’un espace homoge`ne principal d’un groupe semi-simple
simplement connexe, a` fibre spe´ciale un diviseur a` croisements normaux
stricts. Il existe alors une composante de la fibre spe´ciale qui est ge´ome´-
triquement inte`gre et de multiplicite´ 1, et qui de plus admet un F -morphisme
depuis une F -varie´te´ rationnellement connexe.
De´monstration. Comme rappele´ au paragraphe 2, on peut suivant Ducros
[23] plonger F dans un corps L satisfaisant :
(i) Le corps F est alge´briquement ferme´ dans L.
(ii) Le corps L est un corps de dimension cohomologique 1.
(iii) Le corps L est limite inductive de corps de fonctions de F -varie´te´s ad-
mettant des fibrations successives (par applications rationnelles) en varie´te´s
qui sont des restrictions a` la Weil de varie´te´s de Severi-Brauer. On voit
aise´ment que de telles varie´te´s sont birationnelles a` des varie´te´s rationnel-
lement connexes (on n’a pas ici besoin d’invoquer le the´ore`me 7.4).
D’apre`s Bruhat et Tits, tout espace homoge`ne principal sous un groupe
semi-simple simplement connexe sur le corps local L((t)), dont le corps re´siduel
est parfait et de dimension cohomologique 1, est trivial, i.e. posse`de un point
L((t))-rationnel. Je renvoie ici le lecteur a` [13] pour l’alge`bre commutative
utilise´e pour terminer la de´monstration.
Remarque 12.2. L’assertion sur l’existence d’un F -morphisme depuis une
F -varie´te´ rationnellement connexe ne figurait pas dans [13].
The´ore`me 12.3. [10] Soit A un anneau de valuation discre`te de corps
des fractions K, de corps re´siduel F de caracte´ristique ze´ro. Soit Φ ∈
A[x0, . . . , xn] une forme homoge`ne de degre´ d en n + 1 > d
2 variables. Sup-
posons que l’hypersurface X/K de´finie par Φ = 0 dans PnK est lisse. Soit
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X /A un mode`le re´gulier de cette hypersurface, propre et plat sur A, a` fibre
spe´ciale a` croisements normaux stricts. Il existe alors une composante de la
fibre spe´ciale qui est ge´ome´triquement inte`gre et de multiplicite´ 1, et qui de
plus admet un F -morphisme depuis une F -varie´te´ rationnellement connexe.
De´monstration. Pour e´tablir le re´sultat on peut supposer A = F [[t]]. D’apre`s
le the´ore`me 7.14, on peut plonger F dans un corps L qui est union de corps
de fonctions de F -varie´te´s rationnellement connexes, et qui est un corps C1.
On remplace F [[t]] par L[[t]] et on utilise le fait que L((t)) est un corps C2
puisque L est un corps C1 (the´ore`me 5.4). On a donc X(L((t)) 6= ∅ et donc
X (L[[t]]) 6= ∅. De ceci on de´duit que la fibre spe´ciale contient une composante
ge´ome´triquement inte`gre de multiplicite´ 1. On termine alors la de´monstration
comme dans le the´ore`me 12.1 ci-dessus.
Remarque 12.4. L’assertion sur l’existence d’un F -morphisme depuis une
F -varie´te´ rationnellement connexe ne figurait pas dans [10]. C’est l’utilisation
du the´ore`me 7.13 (Hogadi et Xu) au lieu du the´ore`me 7.10 (Kolla´r) qui
permet ici de l’obtenir.
Remarque 12.5. Soit A l’anneau des entiers d’un corps p-adique, F son
corps re´siduel. Soit Φ, n, d et X /A comme dans l’e´nonce´ du the´ore`me 12.3,
en particulier on suppose donne´ un mode`le a` fibre spe´ciale a` croisements
normaux stricts. Supposons que le the´ore`me 12.3 vaille encore dans ce cas
d’ine´gale caracte´ristique.
On dispose alors d’une composante de Y qui est de multiplicite´ 1 et est
ge´ome´triquement inte`gre sur le corps fini F. Par les estimations de Lang-Weil,
il existe un ze´ro-cycle de degre´ 1 (par rapport au corps F) de support dans
le lieu lisse de cette composante et non situe´ sur les autres composantes. Par
le lemme de Hensel, on peut relever ce ze´ro-cycle sur K et l’on obtient que
X/K posse`de un ze´ro-cycle de degre´ 1. Pour K un corps p-adique, l’existence
d’un ze´ro-cycle de degre´ 1 sur toute hypersurface lisse de degre´ d dans PnK ,
avec n ≥ d2, est une conjecture de Kato et Kuzumaki [45], e´tablie par ces
auteurs lorsque d est un nombre premier.
On dispose plus pre´cise´ment d’une F-application rationnelle d’une F-
varie´te´ se´parablement rationnellement connexe sur un corps fini vers une
composante lisse de multiplicite´ 1 de la fibre spe´ciale. Le the´ore`me 8.3 (Es-
nault) assure l’existence d’un F-point sur toute F-varie´te´ se´parablement ra-
tionnellement connexe, donc par le lemme 2.1 sur la composante lisse. Mais
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tout tel F-point peut se trouver aussi sur une autre composante, donc ne
pas eˆtre lisse sur Y , ce qui empeˆche de le relever en un K-point de X . C’est
heureux. Sinon (modulo l’existence de bons mode`les) Qp serait un corps C2
(ex-conjecture d’E. Artin). Mais les exemples fameux de Terjanian et de ses
successeurs montrent que Qp n’est pas C2.
Il vaudrait d’ailleurs la peine de regarder les nombreux contre-exemples a`
la conjecture d’Artin qui ont e´te´ construits et de ve´rifier qu’il existe toujours
dans ces cas un ze´ro-cycle de degre´ 1. Il en est ainsi pour l’exemple initial de
Terjanian sur Q2.
12.3 Varie´te´s rationnellement simplement connexes
Les varie´te´s rationnellement connexes sont un analogue alge´brique des
espaces topologiques connexes par arcs. B. Mazur a demande´ s’il y a un
analogue en ge´ome´trie alge´brique des espaces simplement connexes. En to-
pologie, on demande que l’espace des lacets pointe´s soit connexe par arcs.
A la suite d’une suggestion de Mazur, de Jong et Starr [43] proposent les
de´finitions suivantes. Dans l’e´tat actuel des recherches, il faut conside´rer ces
de´finitions comme provisoires.
Soit X une varie´te´ projective et lisse sur C, e´quipe´e d’un fibre´ ample H .
Soit M0,2(X, e) l’espace de Kontsevich parame´trisant les donne´es suivantes :
une courbe C propre, re´duite, connexe, a` croisements normaux, de genre
arithme´tique 0, un couple ordonne´ (p, q) de points lisses de C, un morphisme
h : C → X de cycle image de degre´ e, tels que de plus la situation n’ait qu’un
nombre fini d’automorphismes.
On dispose alors d’un morphisme d’e´valuation
M 0,2(X, e)→ X ×X.
La fibre ge´ne´rale de ce morphisme est un analogue de l’espace des chemins a`
points base en topologie.
La varie´te´ (projective et lisse) X est dite rationnellement simplement
connexe si pour e ≥ 1 suffisamment grand il existe une composante M de
M 0,2(X, e) dominant X ×X telle que la fibre ge´ne´rique de M → X ×X soit
une varie´te´ rationnellement connexe.
De Jong et Starr [43] conside`rent aussi l’espace
M0,m(X, e)
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ou` cette fois-ci l’on fixe m ≥ 2 points lisses ordonne´s sur la courbe de genre
arithme´tique ze´ro, et l’e´valuation
M 0,m(X, e)→ X
m.
Ils appellent X fortement rationnellement simplement connexe si pour
tout m ≥ 2 et tout entier e suffisamment grand (fonction de m) il existe une
composante M de M0,m(X, e) dominant X
m telle que la fibre ge´ne´rique de
M → Xm soit une varie´te´ rationnellement connexe.
De Jong et Starr (travaux en cours) ont obtenu une se´rie de re´sultats sur
les intersections comple`tes lisses dans l’espace projectif. Pour simplifier, je
cite leurs re´sultats pour les hypersurfaces.
The´ore`me 12.6. (de Jong-Starr) [43] Une hypersurface lisse de degre´ d ≥ 2
dans PnC avec
n ≥ d2 − 1
est rationnellement simplement connexe, a` l’exception des quadriques dans
P3C.
The´ore`me 12.7. (de Jong-Starr) [43] Une hypersurface lisse de degre´ d ≥ 2
dans PnC avec
n ≥ 2d2 − d− 1
est fortement rationnellement simplement connexe.
Dans la de´finition ci-dessus on peut prendre e ≥ 4m− 6.
The´ore`me 12.8. (de Jong-Starr) [43] Pour n ≥ d2, il existe un ouvert
de Zariski non vide de l’espace des hypersurfaces de degre´ d dans PnC tel
que toute hypersurface parame´tre´e par un point de cet espace est fortement
rationnellement simplement connexe.
La suggestion suivante est une version locale d’une suggestion globale de
de Jong (12.11 ci-apre`s).
Suggestion 12.9. Soit A un anneau de valuation discre`te de corps des frac-
tions K ⊂ C et soit F son corps re´siduel, suppose´ de caracte´ristique ze´ro. Soit
X un A-sche´ma de type (R), X/K sa fibre ge´ne´rique, Y/F sa fibre spe´ciale.
Si les conditions suivantes sont satisfaites :
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(i) la C-varie´te´ X ×K C est fortement rationnellement simplement con-
nexe,
(ii) l’obstruction e´le´mentaire pour X/K s’annule,
alors la fibre spe´ciale Y/F contient une composante ge´ome´triquement inte`gre
de multiplicite´ 1 qui admet un F -morphisme depuis une F -varie´te´ rationnel-
lement connexe.
Remarque 12.10. Dans (i), l’exemple 12.1.2 et le the´ore`me 12.6 justifient
la restriction aux varie´te´s fortement rationnellement simplement connexes,
plutoˆt qu’aux varie´te´s rationnellement simplement connexes. L’exemple 12.1.1
justifie la condition (ii).
12.4 Existence d’un point rationnel sur un corps de
fonctions de deux variables
Sur K un corps de fonctions d’une variable sur C, le the´ore`me de Graber-
Harris-Starr dit que les K-varie´te´s rationnellement connexes ont automati-
quement un point K-rationnel (et le the´ore`me de Graber-Harris-Starr-Mazur
dit que ce sont essentiellement les seules).
On peut se demander s’il existe une classe de varie´te´s qui ont la proprie´te´
que lorsqu’elles sont de´finies sur un corps K de fonctions de deux variables
sur C, elles ont automatiquement un K-point.
Voici deux familles de varie´te´s pour lesquelles ceci est connu.
Le the´ore`me de Tsen-Lang implique que toute hypersurface de degre´ d
dans PnK avec n ≥ d
2 posse`de un K-point.
Soit G un K-groupe semi-simple simplement connexe, E un espace ho-
moge`ne principal de G et X une K-compactification lisse de E. La conjecture
II de Serre pour le corps K affirme que E et donc aussi X ont un K-point.
Ceci est connu lorsque G n’a pas de facteur de type E8 (Merkur’ev-Suslin,
Suslin, Bayer-Parimala, P. Gille). Pour avoir l’e´nonce´ dans tous les cas il reste
a` traiter le cas E8 de´ploye´. La re´solution de ce dernier cas a e´te´ re´cemment
annonce´e par de Jong et Starr, leur de´monstration utilise les techniques de
varie´te´s rationnellement simplement connexes.
Suggestion 12.11. (de Jong) Soit K = C(S) le corps de fonctions d’une
surface sur le corps des complexes. Soit X une K-varie´te´ fortement rationnel-
lement simplement connexe. Supposons l’application de restriction BrK →
BrK(X) injective. Alors X posse`de un point K-rationnel.
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Remarque 12.12. L’exemple 12.1.1 montre la ne´cessite´ de la condition non
ge´ome´trique portant sur le groupe de Brauer. Des conditions supple´mentaires
de meˆme nature pourraient eˆtre ne´cessaires. Par exemple on peut demander
que pour toute extension finie (ou non) de corps L/K l’application BrL →
BrL(X) soit injective. De fac¸on encore plus ge´ne´rale, on peut demander que
pour toute extension finie (ou non) de corps L/K il n’y ait pas d’obstruction
e´le´mentaire a` l’existence d’un L-point sur X ×K L (voir [4]).
Pour une K-varie´te´ X intersection comple`te lisse de dimension au moins
3 dans un espace projectif PnK , l’obstruction e´le´mentaire s’annule. Il en est
de meˆme pour une K-varie´te´ projective et lisse ge´ome´triquement connexe
qui contient un ouvert U qui est un espace homoge`ne principal d’un groupe
semi-simple simplement connexe. Pour ces re´sultats, voir [4].
Remarque 12.13. Dans [4] on s’inte´resse aux compactifications lisses d’es-
paces homoge`nes de groupes line´aires connexes sur K = C(S) un corps
de fonctions de deux variables, lorsque les stabilisateurs ge´ome´triques sont
connexes (et qu’il n’y a pas de facteur E8). On montre que dans ce cas
l’obstruction e´le´mentaire a` l’existence d’un point rationnel est la seule obs-
truction.
Pour une hypersurface cubique lisse de dimension au moins 3 sur un corps
K, l’obstruction e´le´mentaire s’annule. Sur l’exemple 12.1.2 on voit donc que
l’obstruction e´le´mentaire est loin de controˆler l’existence d’un point rationnel
pour les varie´te´s rationnellement connexes sur un corps de fonctions de deux
variables sur les complexes.
Remarque 12.14. De Jong et Starr ont un travail en pre´paration sur les
varie´te´s rationnellement simplement connexes ou` ils montrent que certains
espaces homoge`nes projectifs sur un corps de fonctions de deux variables sur
C ont automatiquement un point rationnel. Cela leur permet de donner une
nouvelle de´monstration (la troisie`me !) du the´ore`me de de Jong [41] qu’indice
et exposant co¨ıncident pour les alge`bres simples centrales sur un tel corps.
12.5 Approximation faible en toutes les places d’un
corps de fonctions d’une variable
Rappelons que c’est une question ouverte (9.1) de savoir si toute varie´te´
rationnellement connexe sur un corps de fonctions d’une variable satisfait
l’approximation faible en toute place.
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The´ore`me 12.15. (Hassett-Tschinkel)[39] Soit K un corps de fonctions
d’une variable sur un corps alge´briquement clos de caracte´ristique ze´ro. Il
existe une fonction ϕ : N→ N satisfaisant la proprie´te´ suivante. Pour toute
hypersurface lisse de degre´ d dans Pn avec n ≥ ϕ(d), l’approximation faible
vaut en tout ensemble fini de places de K.
Pour d = 3, ϕ(3) = 6 convient.
Un travail en cours sur les varie´te´s rationnellement simplement connexes
(de Jong-Starr [43], appendice de Hassett) donne ϕ(d) ≤ 2d2 − d − 1 et, si
l’hypersurface est « ge´ne´rale », ϕ(d) ≤ d2.
The´ore`me 12.16. (Hassett) Soit K = C(C) le corps des fonctions d’une
courbe. Si X/K est une varie´te´ fortement rationnellement simplement connexe,
alors elle satisfait l’approximation faible par rapport a` tout ensemble fini de
places de K.
12.6 R-e´quivalence et e´quivalence rationnelle
Dans la recherche de la bonne de´finition de varie´te´s « supe´rieurement »
rationnellement connexes, on peut aussi penser a` des conditions de trivialite´
de X(k)/R et de A0(X) sur les corps « de dimension 2 », comme les corps
p-adiques, les corps de fonctions de deux variables sur les complexes, les corps
de se´ries formelles ite´re´es C((a))((b)).
12.6.1 Groupes semi-simples simplement connexes
Si K est un corps p-adique, ou si K est un corps de fonctions de deux
variables sur les complexes, ou si K = C((a))((b)), et si G/K est un groupe
semi-simple simplement connexe sans facteur de type E8, on sait e´tablir
G(K)/R = 1 et X(K)/R = 1 (voir [12]). Pour X une compactification
lisse d’un tel G, ceci implique A0(X) = 0.
12.6.2 Hypersurfaces cubiques lisses
Proposition 12.17. (Madore) [58] Soit K un corps p-adique ou un corps
C2. Soit X ⊂ P
n
K une hypersurface cubique lisse. Pour n ≥ 11, on a
cardX(K)/R = 1 et A0(X) = 0.
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Soit K un corps p-adique. Pour n = 3, on sait donner des exemples avec
X(K)/R et A0(X) d’ordre plus grand que 1. On ignore ce qui se passe pour
4 ≤ n ≤ 10.
Par exemple, qu’en est-il pour l’hypersurface cubique d’e´quation :
x3 + y3 + z3 + pu3 + p2v3 = 0
dans P4Qp ?
Supposons p ≡ 1 mod 3, et soit a ∈ Z×p non cube. Qu’en est-il pour
l’hypersurface







Sur le corps K = C((a))((b)), en utilisant la the´orie de l’intersection sur
un mode`le au-dessus de C((a))[[b]], Madore [58] a montre´ que pour l’hyper-
surface cubique lisse X ⊂ P4K d’e´quation
x3 + y3 + az3 + bu3 + abv3 = 0,
on a A0(X) 6= 0.
12.6.3 Intersections lisses de deux quadriques
Soit K un corps p-adique, et soit X ⊂ PnK , avec n ≥ 4, une intersection
comple`te lisse de deux quadriques posse´dant un K-point. Si n ≥ 7, alors
cardX(K)/R = 1 ([17]) et donc A0(X) = 0 (ceci vaut aussi pour un corps
C2). L’ensemble fini X(K)/R peut eˆtre non trivial pour n = 4. Les cas n = 5
et n = 6 sont ouverts. Le groupe A0(X) est nul si n = 6 et k est non dyadique
([62]). Le groupe fini A0(X) peut eˆtre non trivial pour n = 4. Les cas n = 5
et n = 6 (k dyadique) sont ouverts.
Soient ai, i = 1, . . . , 3, bi, i = 1, . . . , 3 dans Zp satisfaisant ai 6= bi et
aibj − ajbi ∈ Z
×
p pour i 6= j. Soit X ⊂ P
5
Qp
l’intersection comple`te lisse de















Que valent X(Qp)/R et A0(X) ?
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12.6.4 Fibre´s en quadriques sur la droite projective
Soit K un corps p-adique, et soit X une K-varie´te´ ge´ome´triquement
inte`gre, projective et lisse sur K, fibre´e en quadriques de dimension d ≥ 1 sur
la droite projective P1K . Si p 6= 2 et d ≥ 3, alors A0(X) = 0 ([62]). Dans le cas
d = 2, Parimala et Suresh [62] ont un exemple inte´ressant avec A0(X) 6= 0.
Dans cet exemple, un e´le´ment non nul de A0(X) est de´tecte´ par la mauvaise
re´duction de X de fac¸on subtile, le groupe de Brauer de X ne permet pas de
de´tecter cet e´le´ment.
13 Surjectivite´ arithme´tique et surjectivite´
ge´ome´trique
Mis a` part bien suˆr le the´ore`me d’Ax et Kochen, les e´nonce´s de ce pa-
ragraphe sont e´tablis dans des notes non publie´es de l’auteur. Le lecteur ne
devrait pas avoir de difficulte´ a` reconstituer les de´monstrations.
13.1 Morphismes de´finis sur un corps de nombres et
applications induites sur les points locaux
On s’inte´resse dans la suite a` la situation suivante.
(*) On est sur un corps de nombres k, X et Y sont deux k-varie´te´s lisses
ge´ome´triquement inte`gres, la k-varie´te´ Y est projective, on a un k-morphisme
projectif f : X → Y de fibre ge´ne´rique ge´ome´triquement inte`gre. On note
U ⊂ X l’ouvert de lissite´ du morphisme f .
On demande quels sont les liens entre la ge´ome´trie du morphisme f et
les proprie´te´s de surjectivite´ des applications induites X(kv) → Y (kv) pour
presque toute place v, ou de´ja` pour une infinite´ de places v du corps de
nombres k.
Les the´ore`mes 13.1 et 13.3 ci-apre`s jouent un roˆle central dans l’e´tude du
principe de Hasse pour les varie´te´s alge´briques sur un corps de nombres.
The´ore`me 13.1. Sous les hypothe`ses (*), si Y est une courbe et si l’appli-
cation induite U → Y est surjective (ce qui e´quivaut a` : f : X → Y est
localement scinde´ pour la topologie e´tale sur Y ), alors il existe une infinite´
de places v de k pour lesquelles l’application induite X(kv) → Y (kv) est
surjective.
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De´monstration. Pour chaque point ferme´ P de Y a` fibre XP = f
−1(P ) non
lisse on choisit une composante ZP de multiplicite´ 1 de XP . L’existence d’une
telle composante est garantie par l’hypothe`se que la fibration est localement
scinde´e pour la topologie e´tale sur Y . Soit kP le corps re´siduel de Y en P . Soit
KP la cloˆture inte´grale de kP dans le corps des fonctions de ZP . Soit K/k une
extension finie galoisienne de k dans laquelle se plongent toutes les extensions
KP/k. La fibration fK : XK → YK satisfait alors les hypothe`ses du the´ore`me
13.3 ci-apre`s. En combinant ce the´ore`me et le the´ore`me de Tchebotarev, qui
garantit l’existence d’une infinite´ de places v de k de´compose´es dans K, on
conclut. Cette de´monstration montre que l’ensemble infini de places cherche´
contient un ensemble de places de k de densite´ positive.
Remarques 13.2.
(1) L’hypothe`se que l’application f : X → Y est localement scinde´e pour
la topologie e´tale sur Y est en particulier satisfaite si apre`s extension finie
convenable de k la fibration f admet une section. D’apre`s le the´ore`me 7.3
(Graber, Harris et Starr), c’est le cas si la fibre ge´ne´rique est une varie´te´
rationnellement connexe.
(2) Le the´ore`me ne s’e´tend pas a` Y de dimension supe´rieure, comme
l’on voit en conside´rant une fibration en coniques sur P2Q dont le lieu de
ramification est une courbe C lisse et dont le reveˆtement double D → C
associe´ est donne´ par une courbe D/Q ge´ome´triquement inte`gre. On peut
par exemple prendre pour C ⊂ P2Q une courbe elliptique d’e´quation affine
v2 = u(u− a)(u− b) et une famille de coniques d’e´quation ge´ne´rique
X2 − uY 2 − (v2 − u(u− a)(u− b))T 2 = 0.
En utilisant le the´ore`me de Lang-Weil, on e´tablit le the´ore`me suivant.
The´ore`me 13.3. Sous les hypothe`ses (*), s’il existe un ouvert V ⊂ X tel
que le morphisme induit V → Y soit lisse, surjectif, a` fibres ge´ome´triquement
inte`gres, alors pour presque toute place v de k, l’application induite X(kv)→
Y (kv) est surjective.
Remarque 13.4. Il ne suffit pas d’avoir la proprie´te´ en codimension 1 sur Y ,











Pour une infinite´ de p, la fle`che X(Qp)→ P
2(Qp) n’est pas surjective : pour
a ∈ Zp, a non carre´ dans Zp, etM un point (p
2n+1α, p2m+1β, 1) avec n,m ≥ 0,
α et β in Z∗p et α.β carre´ dans Zp, la fibre en M n’a pas de Qp-point.
Le ce´le`bre the´ore`me d’Ax et Kochen [3] peut se formuler de la fac¸on
suivante.
The´ore`me 13.5. (Ax et Kochen) Fixons des entiers d et n ≥ d2. Soit
N + 1 la dimension de l’espace des formes homoge`nes de degre´ d en n + 1
variables. Soit F (x0, . . . , xN ; y0, . . . , yn) la forme universelle de degre´ d en
n + 1-variables. Soit Z ⊂ PN ×Q P
n le ferme´ de´fini par l’annulation de
cette forme. Soit π : Z → PN la projection sur le premier facteur. Sur tout
corps de nombres k, pour presque toute place v de k, la projection induite
Z(kv)→ P
N(kv) est surjective.
Remarque 13.6. En combinant le the´ore`me 13.3 et le the´ore`me 12.3, on
e´tablit un e´nonce´ du type Ax-Kochen pour la restriction de Z → PN au-
dessus d’une droite de PN (passant par un point a` fibre lisse).
Si l’on pouvait re´pondre par l’affirmative a` la question 3.10, la combinai-
son du the´ore`me 12.3 et du the´ore`me 13.3 donnerait une nouvelle de´mons-
tration du the´ore`me d’Ax et Kochen.
Sans re´pondre a` la question 3.10, Jan Denef a tout re´cemment (juin
2008) obtenu une nouvelle de´monstration du the´ore`me d’Ax et Kochen, en
e´tablissant une conjecture ge´ne´rale de [10].
On s’inte´resse aux re´ciproques des e´nonce´s ci-dessus.
The´ore`me 13.7. Plac¸ons-nous sous les hypothe`ses (*), avec Y une courbe.
(i) Si pour une infinite´ de places v l’application X(kv)→ Y (kv) est surjec-
tive, alors pour tout point P ∈ Y (k) il existe une composante de multiplicite´
1 de f−1(P ).
(ii) Si pour toute extension finie K/k, pour une infinite´ de places w de
K, l’application X(Kw) → Y (Kw) est surjective, alors l’application induite
U → Y est surjective : le morphisme X → Y est localement scinde´ pour la
topologie e´tale sur Y .
The´ore`me 13.8. Plac¸ons-nous sous les hypothe`ses (*), avec Y une courbe.




(a) L’application induite U → Y est surjective : le morphisme X → Y
est localement scinde´ pour la topologie e´tale sur Y .
(b) Toute fibre connexe de U → Y est ge´ome´triquement connexe.
(c) Si P est un point ferme´ de Y , de corps re´siduel κ et la fibre f−1(P )
s’e´crit
∑




obtenue par somme des applications ei.Resκi/κ est injective.
Remarque 13.9.
Le the´ore`me 13.8 est le meilleur possible, comme le montre l’exemple
suivant. Soit k un corps de nombres, a, b ∈ k∗ avec a, b, ab /∈ k∗2. Soit f :
X → P1k un mode`le projectif de la situation affine suivante :
(x2 − ay2)(u2 − bv2)(z2 − abw2) = t,
la fle`che de projection sur A1k e´tant donne´e par la coordonne´e t. Alors
a) La fibre de f en 0 ne contient aucune composante ge´ome´triquement
inte`gre de multiplicite´ 1.
b) Pour toute extension finie K/k, pour presque toute place w de K,
l’application X(Kw)→ Y (Kw) est surjective.
Tout le proble`me est qu’un polynoˆme en une variable sur un corps de
nombres peut avoir une solution partout localement sans en avoir sur le
corps de nombres, de`s qu’il est re´ductible. Ainsi on ne peut pas partir du
the´ore`me d’Ax et Kochen pour en de´duire le the´ore`me 12.3 sur la re´duction
des formes lisses de degre´ d en n > d2 variables.
13.2 Quelques autres questions
Diverses questions connexes ont e´te´ discute´es dans la litte´rature.
Soient k un corps de nombres et f : X → Y un k-morphisme propre de
k-varie´te´s lisses ge´ome´triquement inte`gres, Y e´tant une courbe.
Question 1. Si sur toute extension finie K/k l’application X(K)→ Y (K)
est surjective (a` un nombre fini de points pre`s), le morphisme admet-il une
section ?
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Question 2. Si sur tout comple´te´ kv le kv-morphisme Xkv → Ykv a une
section, le morphisme f admet-il une section ?
En dimension relative 1, pour les courbes relatives de genre ze´ro, la
re´ponse a` ces deux questions est oui pour Y = P1 (Schinzel, Salberger, Serre).
Ceci utilise l’injection Br k(t) →֒
∏
v Br k(t) qui s’e´tablit en conside´rant la
suite exacte de localisation pour le groupe de Brauer sur la droite projective.
La re´ponse est non pour Y une courbe de genre 1 : on utilise une courbe el-
liptique Y avec un e´le´ment de 2-torsion dans son groupe de Tate-Shafarevich
repre´sente´ par une alge`bre de quaternions sur le corps de fonctions k(Y ) (voir
[61]).
En dimension relative 1, pour les courbes relatives de genre 1 et Y = P1,
la question 1 est ouverte. La question 2 a une re´ponse ne´gative (prendre
X = C ×k P
1 avec C une courbe de genre 1 qui est un contre-exemple au
principe de Hasse).
Pour les familles de quadriques de dimension relative d ≥ 2 au-dessus de
Y = P1Q la re´ponse aux deux questions ci-dessus est ne´gative, et ce pour tout
tel d.
Soit k un corps de nombres totalement imaginaire. Pour les familles de
quadriques de dimension relative d ≥ 2 au-dessus de Y = P1k, la re´ponse aux
deux questions est ne´gative pour 2 ≤ d ≤ 6. (Pour d ≥ 7, on conjecture qu’il
y a toujours une section.)
Pour justifier ces re´ponses ne´gatives, partons d’un couple de formes qua-
dratiques f(x1, . . . , xn), g(y1, . . . , ym) sur le corps de nombres k tel que sur
tout comple´te´ de k l’une des deux formes ait un ze´ro non trivial (donc n et
m sont au moins e´gaux a` 2) mais que pour chacune de ces formes il existe
un comple´te´ kv sur lequel la forme n’a pas de ze´ro non trivial.
Un the´ore`me d’Amer et de Brumer (see the references in [17]) garantit que
sur toute extension F de k, la forme quadratique f(x1, . . . , xn)+tg(y1, . . . , ym)
sur le corps F (t) admet un ze´ro non trivial sur F (t) si et seulement si le
syste`me
f(x1, . . . , xn) = 0, g(y1, . . . , ym) = 0
admet un ze´ro non trivial dans F n+m.
La forme f(x1, . . . , xn) + tg(y1, . . . , ym) sur le corps k(t) a alors un ze´ro
sur chaque kv(t) mais n’en a pas sur k(t). Ceci donne les re´ponses ne´gatives
a` la question 2, et les re´ponses ne´gatives a` la question 1 re´sultent du principe
de Hasse pour les formes quadratiques sur un corps de nombres.
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